Estratégia para provar P A Q):

Provar P e () separadamente.

Estratégia para uso de suposicao da forma

P AQ:

Trata-la como duas suposicoes: P e ().
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Exemplo:

Teorema. Sejam A C B, e A e C disjuntos. FEntao A C

B\C.

e No inicio:
Suposicoes A provar
ACB A C B\C
ANcC =¢

e Usando estratégias do x arbitrario, da prova direta e da se-
paracao:
Suposigcoes A provar
ACB x e B
ANdC =¢ x & C
x €A

e Formato final da prova:

Seja um z arbitrario.
Suponha que z € A.
[Prova de = € B].
[Prova de = & C].
Logo, x € BAz & C e, assim, x € B\C.
Portanto, z € A — = € B\C.

Como z ¢ arbitrario, Vz(z € A — = € B\C) e, logo, A C
B\C.

62



Estratégia para provar P < ():

Provar P — () e (Q — P separadamente.

Estratégia para uso de suposicao da forma

P < Q:

Trata-la como duas suposicoes: P — () e () — P.
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Exemplo:

Teorema. Seja um niumero inteiro x. Entao x € par se, e

somente se, x°> € par.

e Usando estratégia da prova direta para (z é par) — (z* é par):

Suposicoes A provar
x e’ x? é par
x € par

e Usando a definicao de par:

Suposicoes A provar
x € Z In € Z(z* = 2n)
1k € Z(z = 2k)

e Usando instanciacao existencial:

Suposicoes A provar

x € Z In € Z(z* = 2n)
kel

x =2k

(Assim, um n € Z tal que z* = 2n seria 2k*.)

e De forma similar, usa-se a estratégia da contrapositiva para (x”

é par) — (z é par).
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As vezes é possivel provar P < () por meio
de um “encadeamento” de se, e somente se’s.

Exemplo:

Teorema. Sejam A, B e C conjuntos. Entdo AN (B\C) =
(AN B)\C.

Duas abordagens:

e Provar AN(B\C) C (ANB)\C e (ANB)\C C AN(B\C).
e Provar z € AN (B\C) < z € (AN B)\C, para z arbitrario.

Para este exemplo, pode-se provar
re AN(B\C) <z e (ANB)\C

usando-se um encadeamento de se, e somente se’s.

E errado comecar escrevendo P < (), depois
substituir P e () por equivalentes, e assim
sucessivamente, até que se obtenha a
mesma afirmativa de ambos os lados de <.
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Estratégia p/ suposicao da forma PV Q:

Divnidir a prova em casos. Caso 1: supor P verda-
deiro e fazer a prova. Caso 2: supor () verdadeiro

e fazer a prova.

e No inicio:;

Suposicoes A provar
PVv@Q X
etc.

e Usando a estratégia de divisao em casos:

Caso 1: Suposicoes A provar
P X
etc.

Caso 2: Suposicoes A provar
Q X
etc.

e Formato final da prova:

Caso 1. P ¢é verdadeiro.
[Prova de X].

Caso 2. () ¢ verdadeiro.
[Prova de X].

Como se sabe que PV @, estes casos cobrem todas as possibi-
lidades; portanto, X ¢é verdadeiro.

66



Exemplo:

Teorema. Sejam A, B e C conjuntos. FEntdo se A C C e
B C C entao AUB C (.

e Inicialmente:

Suposicoes A provar
ACC Ve(z € AUB — 2z € C)
BCC

e Usando estratégias do x arbitrario e da prova direta:

Suposicoes A provar
ACC(C xe(
BCC

r € AVzERB

e Formato final da prova:

Suponha que AC Ce B CC.

Seja x arbitrario.
Suponha que z € AU B, ouseja, x € AVax € B.

Caso 1. x € A. [Provade z € C]
Caso 2. x € B. [Provade z € C']
Como x € AV x € B, estes casos implicam que z € C.

Como x ¢ arbitrario, tem-se que AUB C C
Logo,se ACCeBCC,,AUBCC.
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Estratégia para provar PV ():

Diwvida a prova em dois casos. Em um prove P, e

no outro prove Q).

Exemplo:

Teorema. Sejam A, B e C conjuntos. Entao A\(B\C)
(A\B)uC.

1M

e Usando estratégias do x arbitrario e da prova direta:

Suposicoes A provar

r€AN-(x e BANz ¢ C) (xe ANz¢g B)Vz el

e Usando separacao e De Morgan:

Suposicoes A provar
reA (ze ANzgB)Vez el
xr¢& BVz el

e Usando a estratégia de divisao em casos/Caso 1:

Suposicoes A provar
reA (ze ANz gB)Vaeel
x & B

o Caso 2: similar.
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Qualquer prova pode ser dividida em casos, desde que
0s casos esgotem todas as possibilidades.

Exemplo:

Teorema. Para todo inteiro =, o resto da divisdo de x> por 4

€ 0 ou 1.

e No 1nicio:

Suposicoes A provar

x €l (z* =+ 4 tem resto 0) V (x® + 4 tem resto 1)

e Dividindo em casos:

Caso 1: Suposicoes

A provar

x el
x € par

Caso 2: Suposicoes

22 =+ 4 tem resto 0

A provar

x el
x € impar

22 = 4 tem resto 1
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Outra estratégia para provar PV ):

Suponha =P, e prove Q).

Exemplo:

Teorema. Para todo nimero real z, se x> > x, entdo = < 0
oux > 1.

e Usando estratégias do x arbitrario e da prova direta:

Suposi¢coes A provar
x> > x r<0Vzx>1

e Usando a estratégia:

Suposicoes A provar
x> z>1
x>0

Outra estratégia p/ suposicao da forma

PV Q:

Se =P for verdadeiro ou for provado, concluir que

Q € verdadeiro.
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As sequintes formulas sdo equivalentes:
o Jz[P(x) A =3y(P(y) Ny # z)]
o Jz[P(z) ANVy(Ply) — y = )]
o JzVy[P(y) < y = 1]
o JzP(z) ANVyV2[(P(y) A P(2)) — y = 7]

Estratégia para provar 3!z P(x):

Provar:
e a existéncia: JxP(x); e

e a unicidade: YVyVz[(P(y) A P(z)) — y = z|.
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Exemplo:

Teorema. FEziste um unico conjunto A tal que para todo con-

junto B, AUB = B.

e Prova de existencia:

Suposicoes A provar

- JAVB(AU B = B)

(Qual a escolha 6bvia para A7)

e Prova de unicidade (C' e D, arbitrarios; prova direta):

Suposicoes A provar
VB(CUB = B) C=D
VB(DU B = B)

(Qual a escolha para B em cada suposi¢ao?)
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Outra estratégia para provar 3z P(x):

Provar 3z|P(x) AVy(P(y) — y = )]

Exemplo:

Teorema. Para todo numero real x, se x #* 2 entao existe um
unico numero real y tal que 2y/(y +1) = x.

e x arbitario, prova direta:

Suposicoes A provar
T # 2 My[2y/(y +1) = 2]

e Usando a segunda estratégia para 3!:

Suposicoes A provar

x # 2 Ay[2y/(y+1) =z AVz(2z/(z+1) =2 — =
e Apés determinar y = x/(2 — x):

Suposicoes A provar

T # 2 20/(y+1) ==
y=z/(2—x) Vz(2z/(z+1) =z — 2z = y)]

73



Estratégia p/ suposicao da forma 3!z P(z):

Tratar como duas suposi¢oes:  JzP(z), e

Vyvz|(Py) A P(2)) — y = z].

Exemplo:

Teorema. Sejam 3 conjuntos A, B e C, sendo A e B nao
disjuntos, A e C' nao disjuntos, e A tendo eratamente 1
elemento. Entao B e C nao sao disjuntos.

e Inicialmente:

Suposicoes A provar
ANB# ¢ BNC # ¢
ANC # ¢

Jlz(x € A)

e Usando a estratégia para suposicao 3!:

Suposicoes A provar

dz € ANz € B) dz(x € BAz € ()
Jze ANz eC)

Jx(z € A)

VyVzllye ANz € A) — y = 2]
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