INDUCAO MATEMATICA

Para provar Vn € NP(n):

Provar:
1. P(0) (caso base);
2.Vn € N[P(n) — P(n+1)] (passo de indugéo ).

Exemplos:

Teorema. Para todo nimero natural n,

N ol Lo o ol g,

Teorema. Vn € N[3]|(n® — n)].
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Qual é maior?

n|n? 2" Qual é maior?
0] 0 1 2"

111 2 2"

21 4 4 empate
319 8 n?

4116 16 empate
5125 32 2"

6|36 64 2"

Parece que 2" nao perde mais...

Teorema. Vn > 5(2" > n?).
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Inducao matematica vai além dos naturais...

Teorema. Suponha que R € uma ordem parcial sobre um con-
junto A. FEntao todo conjunto finito, nao vazio, B C A
tem um elemento R-minimal.

Teorema. Para todo n > 3, se n pontos distintos sobre um
circulo sao conectados consecutivamente com segmentos

de reta, entao a soma dos angulos internos do poligono
resultante é (n — 2)180°.

Teorema. Para qualquer inteiro positivo n, uma grade de
quadrados 2" x 2", com qualquer um de seus quadrados
removido, pode ser coberta com ladrilhos em forma de L:

97



Recursao:

e Prova por indugao de Vn € NP(n):

1. Provar P(0).
2. Provar que para todo natural n, P(n) — P(n +1).

e Definicao recursiva de uma funcao f: N — IN:

1. Exibir f(0).
2. Mostrar como calcular f(n 4+ 1) a partir de f(n).

Exemplos:
Fatorial:
fat(0) = 1;

para todo n € N, fat(n + 1) = (n + 1).fat(n).
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Exponenciagao:

para qualquer a € R
a’ =1

para todo n € N, a"*! = a".

Uma somatoria:

F(0) = 1;
para todon € N, f(n +1) = f(n) +2"*L

Somatérias, em geral:

m . — .
El:m al - am?

para todo n > m, Zf‘:ﬁ}b a; = X0, + Qpg.

99



Teorema. para todo n > 4, n! > 2",

Teorema. Para todo numero real a e todos 0os numeros natu-

Tais m e n, api, =a’.a".

Problema:

Seja a a sequencia ag. ai. as. . . . definida recursivamente assim;:
0y G014 G2,
apg = O;
para todon € N, a,.1 = 2a,, + 1.

Encontre uma formula para a,,, e prove que ela esta correta.

Teorema. Para todo z > —1 e nimero natural n, (1 + x)" >
ne.
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Inducao forte:

Para provar Yn € NP(n), provar:
Vn € N|[(Vk < nP(k)) — P(n)].

Exemplos:

Teorema. (Algoritmo da divisao) Para todos os nimeros natu-
rais m e n, se m > 0, entao existem numeros naturais q
e r tais que n = mqg+r e r < m. (Os nimeros g e 7 sao o
quociente ¢ o resto da divisao de n por m.)

Teorema. Todo inteiro n > 1 € primo ou um produto de pri-
mos.
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A sequéncia de Fibonacci:

F(0) =0;
F(l) =1,
para todon > 2. F, = F, o+ F,_1.

Teorema. Se I, ¢ o n-ésimo nimero de Fibonacci, entao
(1+\/5)n . (1—\/5)n
2 2

F, =
V5

Teorema. (Principio da boa-ordenagao) Todo conjunto ndo va-
z10 de numeros naturais tem um menor elemento.

Teorema. \/2 ¢ irracional.
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