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Conjuntos

. A=D=G=H={1,3}, B=E=F=1{1,2} e C ={0,1,2}.
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Sao dados: |U| =60, |D| =25, |[N| =
e [ DNNNC| = 3, sendo U o conj

26, |C| =26, |DNC| =9, |DNN| =11, |[NNnC| =8
unto das pessoas, D o conjunto das que assistem

Discovery, N o das que assistem National Geographic e C o das que assistem Cultura.
Calculo do ntimero de espectadores por regiao do diagrama:

N(#1) =|DNNNC| =3 (dado).

N(#2) = |DNC|— N(#1) =9 — 3 =6.

N(#3)=|DNN|—-N(#1)=11-3=8.

N(#4) = |NNC| - N(#1) =8 — 3 =5.

N(#5)=|C| = N(#1) — N(#2) —N(#4)=26—-3—-6—-5=12

N(#6) = |N| — N(#1) — N(#3) — N(#4) =26 -3 -8 —5 =10

N#7) = |D| — N(#1) — N(#£2) — N(#3) =25 -3 — 6 — 8 = 8

N(#8) = |U] - N(#1) — N(#2) — N(#3) — N(#4) — N(#5) — N(#6) - N(#7) =
60-3-6—-8-5—-12-10—-8 =28.

3. As 5 parti¢oes do conjunto {a,b, c}:

{{a};{b,c}}

{H{a}, {0} {c}} {0} {a, e}y {{a,b,c}}

Relacoes

{{c}: {a, b}



4. a)

5. a)
b)
Funcoes

Nao é reflexiva, pois um aluno ou aluna nao é “irma” de si proprio. Nao é simétrica,
pois, dados dois alunos z e y tais que x é irma de y, se y for do sexo masculino, nao
se pode dizer que y é irma de x. Na UFMG existem dois alunos do sexo feminino
que sao irmaos (chamemo-las de a e b); logo, a relagdo nao é transitiva, pois, se fosse,
dado que a é irma de b e b é irma de a, a seria (por transitividade) irma de a!

E reflexiva: A C A para todo conjunto A € P(X). Nao é simétrica: se A C B,
nao necessariamente B C A; na verdade, A C B e B C A somente no caso em que
A = B. E transitiva: se AC Be BC (C, entao A C C para quaisquer A4, B,C C X.

Nao é reflexiva, visto que, sendo X # (), nunca se tem A = A (observe que X é o
universo em consideragao). E simétrica: dados A e B tais que A = B, tem-se que
A = B, ou seja, B = A. Nao ¢ transitiva: sejam A, B e C tais que A= B e B = C;
desta tltima tem-se que B = C e, portanto (ji que A = B), A = C; ora, se a relacao

fosse transitiva, ter-se ia também que A = C, o que implicaria que C' = C!

Nao ¢é reflexiva, pois 0 nao é divisivel por 0. Nao é simétrica, pois 4 é divisivel por
2 e 2 nao é divisivel por 4. E transitiva, pois, para quaisquer nimero naturais x, y
e z, se y é divisivel por x (y = qz), e z é divisivel por y (z = ry), entao z é divisivel
por x (z = grz).

Sao 366 classes de equivaléncia induzidas por R;, uma para cada data possivel de
aniversario. Por exemplo, para a data “12 de janeiro”, existe a classe {x € B | x
nasceu em 1° de janeiro}.

Como x — y mod 10 = 0 se, e somente se, x mod 10 = y mod 10, existem 10 classe
de equivaléncia induzidas por Ry, uma para cada resto da divisao por 10. A classe de
equivaléncia para o resto r é constituida dos niimeros naturais n tais que n mod 10 =
.

6. Fungoes de N para N:

2)

b)

Injetora, mas nao sobrejetora: f(n) = 2n. E injetora, pois se n1 # na, entdo
2n1 # 2no. Nao é sobrejetora, pois se n é impar, nao existe k tal que 2k = n.

Sobrejetora, mas nao injetora: g(n) = n/2 se n for par, e g(n) = (n —1)/2 se n for
fmpar. E sobrejetora, pois para qualquer ntimero n, g(2n) = n. Nao é injetora, ja
que g(n) = g(n+ 1) =n/2, sendo n par.

Nem injetora, nem sobrejetora: h(n) = n se n for par, e h(n) = n — 1 se n for
fmpar. Nao é injetora, ja que h(n) = h(n 4+ 1) = n para qualquer nimero n; e nao é
sobrejetora, ja que nao existe n tal que h(n) = k, para qualquer niimero impar k.

7. f: N — N tal que f(n) =n+ 1 é uma fungao bijetora do conjunto dos niimeros naturais
pares para o dos nimeros naturais impares, ja que: (1) é injetora, pois n; +1 # na + 1 se
ny # ng; (2) é sobrejetora, pois, para qualquer nimero impar n, f(n — 1) = n.



Prova de Teoremas

8.

10.

11.

12.

13.

Hipétese: A— B CCNDeac A

Suponha que a € B. Como a € A, segue-se que a € A— B; e como A— B C CN D, entao
a € CND. Portanto, a € D. Conclui-se, entao, que se a € D, entao a € B.

. Hipétese: x é um nimero real e x # 4.

a) A “demonstracao” mostra a reciproca do que deveria ser provado, ou seja: se x = 7,
entdo (2x —5)/(x —4) = 3.

b) Demonstracao correta: Supponha que (2z —5)/(x —4) = 3. Como x # 4, 2z —
5 = 3(x —4). Assim, 2z — 5 = 3x — 12 e, portanto, z = 7. Conclui-se que se
(2x —5)/(x —4) =3, entdo x = 7.

Hipétese: A — B C C, e x é um elemento qualquer no universo.

Suponha quex € A—Cex g B. Comozr e A-C,zc AexgC. Dexec Aex ¢ B,
segue-se que x € A — B; dado que A — B C C, tem-se, entdo, que x € C. Contradigao!
Logo néo pode ser o caso que x € A — C e x € B; conclui-se que se © € A — C, entao
x € B.

Suponha que n é um ntmero inteiro nao divisivel por 3. Sendo assim, existe um nimero
inteiro ¢ tal que n = 3¢+ 1 ou n = 3¢ + 2. No primeiro caso, tem-se que n? = (3¢ +1)? =
9¢ 4 6q + 1 = 3(3¢® + 2q) + 1; portanto, n?> = 3k + 1 para um inteiro k = 3¢> + 2¢q. No
segundo caso, n? = (3¢ +2)% = 9¢%> + 12¢ +4 = 3(3¢*> + 4¢+ 1) + 1; portanto, n? = 3k + 1
para um inteiro k = 3¢% + 4¢ + 1. Assim, em qualquer caso existe um inteiro k tal que
n? = 3k+1. Conclui-se que se n é um nimero inteiro nio divisivel por 3, entdo n? = 3k+1
para algum um inteiro k.

a) Seja  um elemento arbitrario.

reAUB s ¢ AUB pela definicao de complemento
SrdAex ¢ B pela definicao de uniao
scrxcAexeB pela definicao de complemento
sr€ANB pela definicao de intersegao

Assim, para todo z, z € AU B se, e somente se, x € ANB. Portanto, AU B = ANB.
b) Seja x um elemento arbitrario.
reANB<ex g ANB pela definicao de complemento
SxdfdAour e B pela definicdo de intersecao

srxecAoureB pela definicao de complemento
srcAUB pela definicao de uniao

Assim, para todo x, z € AN B se, e somente se, z € AUB. Portanto, AN B = AUB.

Seja um conjunto arbitrdrio X € P(A) U P(B). Entao X € P(A) ou X € P(B). No
primeiro caso, X C A e, portanto, X € AUB. No segundo, como X C B, tem-se também
que X C AU B. Assim, em qualquer caso, X C AU B e, portanto, X € P(AU B). Como
X ¢é um elemento arbitrério de P(A) U P(B), conclui-se que P(A) UP(B) C P(AU B).

Nem sempre P(AU B) C P(A) U P(B). Por exemplo, se A = {a} e B = {b}, entao
P(AU B) = {0,{a},{b},{a,b}} e P(A) UP(B) = {0,{a}} U{0,{b}} = {0,{a},{b}}.



14.

(a)

Faga corresponder a cada casal uma casa de pombos, e a cada pessoa escolhida para
a colecao um pombo. Entao, pelo principio da casa de pombos, em todas as escolhas
possiveis de n+ 1 pessoas, pelo menos um casal é repetido (correspondendo & escolha
do casal para a colegao).

Este s6 tem sentido com n > 1 computadores.

Suponha que exista um computador nao conectado ao outro; neste caso, cada com-
putador s6 pode estar conectado com 0 a n — 2 outros (nenhum computador estd
conectado a ele mesmo nem aquele que nao esteja conectado). Por outro lado, se
todo computador esta conectado com algum outro, entao cada um pode estar conec-
tado com 1 a n— 1 outros. Nos dois casos, pelo principio da casa de pombos, existem
2 computadores conectados ao mesmo nimero de computadores.

Inducao Matematica

15.

16.

(a)

S0 o(k2F) =020 = 0. E (0—1)2°% +2 = —2 42 = 0. Seja n € N. Suponha,
como hipétese de indugao, que 37_o(k2¥) = (n — 1)2"*! + 2. Basta, entdo, mostrar
que Y7L (k2F) = n2nt? 4+ 2. De fato: 705 (k2F) = Sp_o(k2F) + (n + 1)27F! =
(n — 1)2"*1 4 2 + (n + 1)2"F!, pela hipétese de inducdo, e esta tltima é igual a
(n—1+4n+1)2" 42 =n2nt2 4 2,

9 50x0)=0=1-1=(0+1)!—1. Sejan > 0. Suponha, como hipéStese de
indugdo, que Y7 (i x i) = (n 4+ 1)! — 1. Tem-se: Y1410 x il) = S0 (@ x al) +
m+D)xn+D)!'=nm+1)=14+ (n+1) x (n+ 1), pela hipétese de inducao. E
m+1)!—=14+n+1)x(n+1)!=mn+2)(n+1)!—1=(n+2)! — 1. Portanto, pelo
principio de indugao, > 1 (i x i!) = (n + 1)! — 1 para todo n > 0.

03 —0 = 0 que é divisivel por 3. Seja n um ntimero natural arbitrario. Suponha, como
hipétese de inducdo, que n® —n é divisivel por 3. Resta mostrar que (n+1)3—(n+1) é
divistvel por 3. Tem-se: (n+1)3—(n+1) = n3+3n?+3n+1-—n—1 = (n®>—n)+3n%+3n.
Isto é divisivel por 3, visto que n® — n é divisivel por 3, pela hipétese de inducéo, e
que 3n? + 3n também é, o que completa a prova.

No caso de 3 pontos, o poligono é um triangulo, e sabe-se que a soma dos angulos
internos de um triangulo é 180° = (3 — 2)180°. Seja um numero natural n > 3.
Suponha, como hipétese de inducao, que se n pontos distintos sobre um circulo
sao conectados consecutivamente com segmentos de reta, entao a soma dos angulos
internos do poligono resultante é (n —2)180°. Sejam n + 1 pontos distintos sobre um
circulo conectados consecutivamente com segmentos de reta. Deve-se mostrar que a
soma dos angulos internos do poligono resultante ¢ ((n + 1) — 2)180° = (n — 1)180°.
Seja o poligono de n pontos resultante de se retirar 1 ponto qualquer do poligono de
n + 1 pontos. Pela hipdtese de inducao, ele tem a soma dos angulos internos igual a
(n—2)180°. A soma dos angulos internos do poligono de n+ 1 pontos é igual ao de n
pontos mais os angulos internos do triangulo cujos vértices sao o ponto retirado mais
os dois adjacentes a ele, ou seja, (n —2)180 + 180 = (n — 2+ 1)180 = (n — 1)180°.
Isto conclui a demonstragao.

_ 1 (15\Y 1 1B\ 4
Observe, inicialmente, que F; =1 e 7 ( 3 ) 7 ( 3 ) = 1, e também que

2 2
Frob=1¢e % (1+2‘/5) — % (1_2‘/5) = 1. Seja k > 2. Suponha, como hipdtese de
inducao, que o enunciado seja verdadeiro para 1 < n < k. Como k + 1 > 3, tem-se




que, por definicao, Fj+1 = Fj + Fj—1. Aplicando-se a hipétese de inducao, tem-se
entao que:

P B G A N B S T A R O S A R O S v A
LT AL 2 NAUE: NAUE NAUE

e, portanto,

k-1 k—1
Fq = \}5 (1 +2‘/5> <1 41 +2‘/5> - \}5 (1 _2‘/5> (1 + 1 _2‘/5>

E f4cil verificar que:

1++5 145\ 1-5 1- 5\
) e ()

1

e, portanto,

- 1 14 V5 1~c+1_i 1 V5 k+1
o que conclui a demonstragao.

Zilzl F,=F =1=2-1=F3—1. Sejan > 1, e suponha, como hip6tese de indugao,
que Y1y F; = Foyo—1. Segue-se que Y./ Fy = Y0 Fj+ Fyq = Foyo— 14 Fp,
pela hipétese de indugdo. Como n > 1, a definicao diz que F 42 + Fhr1 = Fpts.
Portanto, Z?;ll F; = F, 13 — 1. Isto conclui a prova.

Fil=1<T/4e Fy =1<49/16 = (7/4)%. Seja n > 2. Suponha, como hipétese de
inducdo, que Fy, < (7/4)* para 1 < k < n. Tem-se: F,,1 = F,,+ F,,_1, pela definicdo,
j4 que n > 2. Pela hipétese de inducio, F,, < (7/4)" e F,_1 < (7/4)"~1. Logo,
Fop1 < (7/4)" + (7/4)"7 Y ou seja, F1 < (7/4)"71((7/4) +1). Como (7/4) +1 =
11/4 = 44/16 e (44/16) < (49/16) = (7/4)2, segue-se que (7/4)"~L1((7/4) +1) <
(7/4)"1(7/4)? = (7/4)"*!. Portanto, F,, 11 < (7/4)"T1.

SE L (F)?=F=12=1=1x1= FF, Sejan > 1. Suponha, como hipétese
de inducdo, que 37, (F;)? = F,Fny1. Tem-se, entdo: Y7 H(F)? = S0 (F)? +
(F,41)%. Pela hipétese de inducdo, segue-se que Z?:ﬁl (F})? = FyFpy1 + (Fuyp1)? =
Foy1(Foy1 + F,). Como n > 1, Fohy1 + F, = F,y9 e, portanto, Z;‘jll(Fi)z =
Fht1Fn42, 0 que conclui a demonstragao.



