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Segunda Lista de Exercicios/Solugao do professor

Combinatoéria Elementar

1. De quantas maneiras se pode arranjar as letras em MATEMATICAMENTE:

(a) No total?

(b)
(¢) Com todas as vogais consecutivas?
(d)

Com todos os As consecutivos?

De forma que nao existam (dois) A’s consecutivos?
Solucao:

P(15;3,3,3,3,1,1,1) = 15!/(3!313!31).
P(13;3,3,3,1,1,1,1) = 131/(313131).
P(9:3,3,1,1,1)P(7:3,3,1) = [91/(313)] x [7!/(3!31)].

Solugdo 1: P(12;3,3,3,1,1,1)C(13,3) = C(13,3)12!/(31313)).
Solugio 2: C(4 — 1+ 10,10)P(12;3,3,3,1,1,1) = C(13,10)12!/(3!3!3!).
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(c
(d
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2. Determine o ntimero de selecdes de 6 letras do alfabeto (que contém 26 letras), tais que nenhuma letra

apareca em uma selecdo mais de 2 vezes.

Solugdo: C(26,6) + C(26,1)C(25,4) + C(26,2)C(24,2) + C(26,3)C(23,0).
3. Quantos grupos de 10 casais podem ser constituidos a partir de 10 homens e 10 mulheres?

Solugao: 10!.

4. Uma mercearia produz 7 tipos de paes. Supondo que ela vi doar uma cesta de 20 pées para uma creche,
quantos tipos de cestas sao possiveis:

(a) Se a cesta pode ser constituida de quaisquer tipos de paes?

(b) Se a cesta deve ter pelo menos um pao de cada tipo?
Solugao:

(a) C(7— 1+ 20,20).

(b) C(7 — 1+ 13,13).

9. Um grupo de estudos de 10 pessoas deve ser formado a partir de uma turma de 12 alunos e 10 alunas. De
quantas maneiras é possivel fazer essa formacao, supondo que:

(a) Deva haver exatamente 5 alunas no grupo?
(b) Deva haver, no minimo, 4 alunas no grupo?

(¢) Deva haver, no minimo, tantas alunas quanto alunos no grupo?
Solugao:

(a) C(10,5)C(12,5).

(b) 3324 C(10,k)C(12,10 — k).

(c) X325 C(10,k)C(12,10 — k).



10.

11.

12.

13.

. De quantas maneiras um grupo de 25 atletas pode ser particionado em 4 grupos, trés grupos de 6 atletas

cada um e um grupo de 7 atletas?

Solugdo: C(25;6,6,6,7)/3! = 25!/(6!616!7!).

Quantos nimeros menores que 10.000.000 contém o digito 97

Solugdo: 107 — 108,

. Em certo evento é sorteado um nimero de 0 a 999. Qual é a probabilidade de se sortear um nimero com

digitos em ordem crescente? E em ordem nédo decrescente?
Solucao:

(a) C(10,3)/103.

(b) (103 — C(10,3))/10°.

. Suponha que uma moeda seja langada 50 vezes. Qual é probabilidade que:

(a) Ocorram exatamente 25 caras?

(b) Ocorram, no minimo, 25 caras?
Solucao:

(a) C(50,25)/2%.

(b) Yilas C(50, k) /2%,

Mostre que o produto de r niimeros naturais consecutivos é divisivel por r!. (Dica: considere o niimero

de selegoes de r objetos de um conjunto de n + r objetos.)

Solucdo: Pegue uma seqiiéncia qualquer de r niimeros consecutivos iniciando no niimero

n+l:n+1l,n+2 ...,n+r. Como Pln+r,r)=nm+r)(n+r—1)---(n+1)e
C(n+r,r)=P(n+r,r)/r!, segue-se que (n+1).(n+2)--- (n+r) é divisivel por r!. Como
n+1,n+2, ..., n+r é uma seqiiéncia arbitaria de r niimeros consecutivos, conclui-se

que o produto de quaisquer r nimero naturais consecutivos é divisivel por r!.

Quantas solugoes inteiras existem para x1 + 2 + 3 + x4 + x5 = 12, se, para cada 1 < k <5, xx > 2k — 57
Solugio: E igual ao nimero solugdes para: (y1+2—5)+ (y2+4—5)+(y3+6—5)+ (ya+8—
5)+ (y5 +10—5) = 12 com y; > 0, ou seja, ao nimero de solugoes para: y1 +---+ys = 17
com yi > 0. Resposta: C'(5b—1+17,17).

Encontrar o nimero de solugdes em inteiros ndo-negativos para o sistema de equagoes:

1+ a2+ a3+ x4+ 25 =20

>
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Solugdo: O numero de solugoes para x1 + x93 + 23 = 8 com z; > 0 é C(3 — 1+ 8,8).
O nidmero de solugoes para 8 + x4 + x5 = 20 é C(2 — 1 4+ 12,12). Logo, a resposta é:
C(B—-1+8,8)C(2—-1+12,12).

Qual é o coeficiente de z'° em (1 — 2z — 3y)?°?

Solugdo: C(20;10,10,0)119(-2)10(-3)° = [20!/10!10!]2%°.



14. Prove, por indugdo, que C(n + 1,7+ 1) = Z::r C(k,r).

Solugao: A prova serd feita por indugao sobre n. Paran = r, tem-se: C(r+1,7r+1)=1=
C(r,r). Seja n > r arbitrario. Suponha, como hipédtese de inducao, que C(n+1,r +1) =
> op—y C(k, 7). Tem-se:

Sittok,r) = Sp., C(k,r)+C(n+1,7)  pela definigio de somatéria
= Cn+1,r+1)+C(n+1,r) pela hipétese de inducao
= C(n+2,r+1) pela identidade de Pascal

15. Prove, usando raciocinio combinatério:

(a) >or_,C(n,k)*> =C(2n,n).
(b) Z;:O C(m,k)C(n,r — k) = C(m +n,r).

Solugao:
(a) Sejam A e B dois conjuntos disjuntos de tamanho n. C(2n,n) é o nimero de sub-

conjuntos de tamanho n de AU B. E:

e C(n,0)? = C(n,0)C(n,n) é o nimero de subconjuntos de tamanho n de AU B,
com ( elementos de A e n elementos de B;

e C(n,1)2 = C(n,1)C(n,n — 1) é o nimero de subconjuntos de tamanho n de
AU B, com 1 elemento de A e n — 1 elementos de B;

o

e C(n,n)? = C(n,n)C(n,0) é o nimero de subconjuntos de tamanho n de AU B,
com n elementos de A e 0 elementos de B.

(b) Sejam A e B dois conjuntos disjuntos, A de tamanho m e B de tamanho n. C(m-+n,r)
é o numero de subconjuntos de tamanho r de AU B. E:

e C(m,0)C(n,r) é o nimero de subconjuntos de tamanho r de AU B, com 0
elementos de A e r elementos de B;

e C(m,1)C(n,r — 1) é o nimero de subconjuntos de tamanho r de AU B, com 1
elemento de A e r — 1 elementos de B;

o
e C(m,r)C(n,0) é o nimero de subconjuntos de tamanho r de AU B, com r
elementos de A e 0 elementos de B.

16. Avalie, usando o teorema binomial:

(a) ZZ:O QkC(n, k).
(b) Sor_, k3" C(n,k).

Solucao:

a) Substituindo-se x por 2: S0_, 28C(n, k) = 3™.
k=0

(b) Derivando-se, multiplicando-se por z e substituindo-se = por 3: >.7_, k3*¥C(n, k) =
3n.4"1,

Funcoes Geradoras

17. Apresente funcdes geradoras para:



(a) O numero de seqiiéncias bindrias de r digitos.
(b) O ntmero de multiconjuntos de r elementos tomados de {z1,z2,...,Zn}.

(¢) O ntumero de multiconjuntos de r elementos tomados de {z1,z2,...,Zs}, nos quais cada elemento
aparece pelo menos uma vez.

Solugao:

(a) 142z +2%22 +2%23 +... =3 272"

(b) Cn—1+0,0)+Cn—1+1,D)z+C(n—-1+2,2)22+C(n—1+3,3)23 +--- =
drs0C(n—14mrr)z”

() C(n=140,0)2" +C(n -1+ 112" +C(n —142,2)2" +... =35, C(n -
L+r—mn,r—n)z" =3 ,,C(r—1r—n)a"

18. Apresente funcdes geradoras para os seguintes problemas de equagdes inteiras:

(a) z1+z24+ 23+ 24+ 25 =7, com x1 +x2 =6 e zx > 0.

(b) z14+z2+ 23 <7, comk <z < 2k.

(¢) 2x1 + 3x2 + 5x3 =7, com xp > k.

Solugao:

(a) O numero de solugoes para z1+z2 = 6, com z > 0, é C(2—1+6,6). Logo, o niimero
de solugdes é C(7,6) multiplicado pelo nimero de solugoes para x3+x4+x5 = r, com
x3,x4,x5 > 2 (“distribuindo-se” 6 igualmente entre as varidveis). Assim, a funcao
geradora é C(7,6) x (22 + 2 + 2 +-- P =721 + 2 + 22 +-- )3

(b) O ntmero de solugoes é o mesmo que para z1 + 9 + x3 + x4 =7, com 1 < x1 < 2,
2<19<4,3<1w3<6emxy>1 Assim,a funcio geradora é z(z? + z3)(2? + 2 +
)+ 2+ a3+ ).

(¢) O ntmero de solugdes é o mesmo que para y; + y2 + y3 = r, com y; = 4,6,8, ...,
yo = 9,12,15,..., y3 = 20,25,30,.... Assim, a funcio geradora é (z* + 25 4+ 28 +

)@ e ) (2 2 230 ).
19. Encontre a fun¢do geradora para o ntiimero de maneiras em que o langamento de 3 dados distintos pode
produzir um soma de, no maximo, r.

Solucdo: O problema equivale a encontrar a funcao geradora para o numero de solugoes
inteiras de 1 + 22 + x3 < 7, com 1 < x; < 6, que é o nimero de solugoes inteiras
para 1 + 22 +x3+y =7, com 1 < a2 < 6 ey > 0. Assim, a fungdo geradora é
(z+2?+ 23+t + 25+ 2831+ o+ 224 -0).

20. Encontre os coeficientes dos seguintes termos:
(a) z** em (2 4+ 2" +--- +2'?)*.
(b) 2% em (x4 2% +--)%(1 —2®)3.
(c) «° em (1 —x2)'2/(1 —z)3.
Solugao:

(a)

+ 4 z12)t

21422423 + 29 = 12(1— 21 x4+ 2® )
2(C(4,0) — (4 Dat® + C(4,2)2%° — C(4,3)2% + C(4,4)21%)
(CA=140)+CUA—-14+1,1)z+CA4—-1+2,2)z>+--)

(:c3 +

:II
.’L’
.%'



Coeficiente de 224 C(4,0)C(4 —1+12,12) — C(4,1)C(4 — 1 + 2,2) = 415.
(b)
($+ 2+ )2( *$3)3— 2(1+:C+$2 )2(17$3)3
=22 (C2-1+0)+C2—-1+1, 1)z +C(2—-1+2,2)z*+--)
(C(3,0) — C(3,1)2* + C(3,2)2° — C(3, 3)2?)
Coeficiente de 2%: C(2 —144,4)C(3,0) —C(2—-1+1,1)C(3,1) = —1.
(c)
1-2)?/(1-2)=(1-2*)PA+a+2”-)°
= (C(12,0) — C(12,1)2? + C(12,2)z? — - - - + C(12,12)2%)
(CB=1+0)+CB—-1+1,1)z+C3—-1+2,2)22+--")
Coeficiente de x°: C(12,0)C(3 —1+5,5) — C(12,1)C(3 —1+3,3) + C(12,2)C(3 —
141,1) = 99.

21. Encontre funcoes geradoras para os seguintes an:

(a) an =3n—4.

®) an =n(n—1).

(c) an =n*.

(d) an =n23".
Solugao:

(a) ap =3n—4.

FG para 1: 1/(1 — z).

FG para n: z(1/(1 —x)) = z/(1 — z)2.

FG para 3n: 3z/(1 — )%

FG para 3n —4: 3z/(1 —z)2 —4/(1 —2) = (Tx — 4)/(1 — x)2.
(b) an =n(n—1).

FG paran —1: /(1 —2)2 - 1/(1 —2) = 22z — 1)/(1 — x)%.

FG para n(n —1): z[(2z — 1)/(1 — 2)? = 22%/(1 — x)3.
(c) an =n*.

FG para n?: z[z/(1 —2)?) = (z + 22)/(1 — x)3.

FG para n?: z[(z + 22)/(1 — 2)3) = (23 + 42% + 2) /(1 — 2)*.

FG para n*: 2[(23 +422 +2)/(1 — 2)4) = (2* + 1123 + 1122 + 2)/(1 — z)°.
(d) an =n?3".

FG para 3": 1/(1 — 3z).

FG para n3": z[1/(1 — 3z)]' = 3z/(1 — 3z)2.

FG para n?3": z[3z/(1 — 32)?) = 32(1+ 3z)/(1 — 3x)3.

22. Use as funcgoes geradoras do exercicio anterior para avaliar as seguintes somas:

(@) > j_o(Bk —4).
(b) 2x143%x2+---+n(n—1).

(c) Ezzl n'



(d)

34+2232... 4 n23",

Solugao:

(a)

FG para 3n —4: (Tz —4)/(1 — x)2.

FG para Y7 (3k—4): (Tx—4)/(1—2)3 = (T2 —4)[C3-1+0)+CB—-1+1,1)x+
C(3—1+42,2)2%+---]. O coeficiente de 2" ¢ 7C(3—1+n—1,n—1)—4C(3—1+n,n) =
(n+1)(3n —8)/2.

FG para n(n —1): 22%/(1 — x)3.

FG para >} _olk(k—1)]: 222/(1—2)* = 22%[C(4—1+0,0)+C(4—1+1,1)z+C(4—
14+2,2)z2 +---]. O coeficiente de 2" 6 2C(4—1+4+n—2,n—2) =2C(n+1,n—2) =
n(n? —1)/3.

FG para nt: (% + 1123 + 1122 + 2) /(1 — 2)°.

FG para Y7 o k% (2* + 1128 + 1122 +2) /(1 —2)% = (2* + 1123 + 1122 +2)[C(6 — 1+
0,0)+C(6—1+1,1)z+C(6—1+2,2)2%+---]. O coeficiente de 2™ é C(6—1+n—4,n—
4)+11C(6—14n—3,n—3)+11C(6—14+n—2,n—2)+C(6—1+n—1,n—1) = C(n+1,n—
4)+11C(n+2,n—3)+11C(n+3,n—2)+C(n+4,n—1) = n(n+1)(6n>+9n3+n—1)/30.
FG para n?3": 3z(1 + 32)/(1 — 3z)3.

FG para 3_1_o[k?3%]: 32(1+43z)/(1 —3z)3(1 — 2). Decompondo em fragdes parciais,
obtém-se [3/(1—3x)3]—[6/(1—3x)%]+[9/2(1-3x)]—[3/2(1—2)] = 3(1+(3z)+(3z)?+
B3 —6(1+(3z)+(3z)2+-- )2+ (9/2)(1+ (Bx)+ (3z)? +-- ) — (3/2) (L +z+a2? +- - ).
O coeficiente de z" é 3C(3 —1+n,n)3" —6C(2 -1+ n,n)3" + (9/2)3" — (3/2) =
[3" L (n? —n+1) - 3]/2.

23. Utilizando funcoes geradoras, determine o niimero de solucdes inteiras para as seguintes equagcoes:

(a)
(b)
()

1+ 22+ a3+ x4 =10, com 1 < x; <6.
T+ x2+x3=6,com1 <z <5 x3>2¢ex3>3.
1+ 22+ 23+ x4 <10, com 1 < z; < 10.

Solugao:

(a)

Funcao geradora:

(x4 + 28+ 2t + 25+ 28 =21 + 2 4+ 2% + 23 + 2t + 25)?
_ x4(1 _$6)4(1 o4+ _“)4
= zHC(4,0) — C(4,1)z° + C(4,2)z'? — C(4,3)z'® + C(4,4)z*)
(CA4—140)+CUA—-14+1,1)z+CA4—-1+2,2)2>+--)

Cocficiente de z10: C'(4,0)C(4—1+6,6) — C(4,1)C(4—1+0,0) = C(9,6) — 4 = 80.
Funcdo geradora: (z+ 22 + 23 + 2t +2%) (22 + 23+ )@ + 2 +-- ) =21 + 2 +
el +z+22 4+ ) =20+ o+ 22+ 23+ 202 -140,0)+C(2 -
1+, )2 +C2—-1+2,2)2%+--1)].

Coeficiente de 2%: 1 x 1 x C(1,0) = 1.

Funcdo geradora: (z+2%+---+29*(14+z+22+--) =2* (I +2x+ 22+ +29)4(1+
z+a?+-) =2t (1-20 1 +z+22+-- )5 = 24C(4,0) - C(4, )20+ C(4, 2)2?° —
C(4,3)2% + C(4,4)z[C(5—-14+0,0) +CB -1+ 1, 1)z +C(5—-1+2,2)2% +--)].
Coeficiente de 2'%: C(4,0)C(5 -1+ 6,6) = C(10,6) = 210.



24.

25.

26.

27.

De quantas maneiras se pode distribuir » bombons idénticos a 20 criangas, se cada crianga recebe no

minimo um, mas ndo mais que 4 bombons?

Solucdo: A resposta é o nimero de solugoes inteiras de x1+---4x99 =1, com 1 < xp < 4.
A fungao geradora é (z + 22 + 23 + 2920 = 229(1 + 2 + 22 + 23)20 = 229(1 — 2H)20(1 +
x4+ 2%+ --)20 = 220[C(20,0) — C(20,1)2* + C(20,2)2® — - -- + C(20,20)2%°][C(20 — 1 +
0,0)+C(20—14+1,)x+--].

Coeficiente de z": C'(20,0)C(r — 1,7 —20) — C(20,1)C(r — 5,7 —24) + - - -.

Quantas maneiras existem de distribuir 20 cédulas de 1 real a 10 meninas e r meninos, se cada menina

recebe no minimo 1 real e cada menino recebe no maximo 3 reais?

Solugcdo: A resposta é o nimero de solugoes inteiras para x1+---+x10+y1+- - -+ yr = 20,
com z; > 1 eyr < 3. A funcio geradora é (x+ 22+ 23+ )01+ x4+ 22 +23)" = 2191 +
l‘—l—:EQ—{—- . ')10(1—ZE4)T(1—|—.’L‘+ZL‘2—|—' . .)r — 3310(1—$4)r(1—|-1‘+332+- . _)10+r — :L‘lO[C(T, 0)_
C(r,1)z*+C(r,2)a8 - -+(=1)"C(r,r)z*][C(r+10—1+0,0)+C(r+10—1+1,1)x+- - .
Coeficiente de 22°: C(r,0)C(r+10—1410,10) - C(r,1)C(r+10—1+6,6) +C(r,2)C(r +
10-1+2,2)=C(r+19,10) —rC(r + 15,6) + (r(r — 1)/2)C(r + 11, 2).

Use fungao geradora para encontrar o nimero de maneiras de pintar 20 quartos idénticos de um hotel com
5 cores, se existe tintas das cores azul, cor-de-rosa e verde suficientes para pintar no maximo 3 quartos

(para cada uma das cores).

Solugdo: A funcio geradora é (1 4+ x + 22 +2%)3(1 + 2+ 22 +---)2. O coeficiente de 2%°:
C(3,0)C(5—1420,20) — C(3,1)C(5—1+16,16) + C(3,2)C(5 — 1 +12,12) — C(3,3)C(5 —
1+38,8).

Quantas maneiras existem de selecionar 4r bolas a partir de 2r bolas vermelhas idénticas, 2r bolas verdes
idénticas e 2r bolas brancas idénticas?

Solugcdo: A resposta é o nimero de solugoes inteiras para x1+xo+ 3 = 4r, com 0 < z; <
2r. A funcdo geradora é (1+z+z2+4---+22")3. Isto éigual a (1—2? )31+ 22 +---)3,
que é igual a [C(3,0) — C(3, 1)z 1 + C(3,2)2*+2 4 C(3,3)25 3] x [C(3 — 1 +0,0) +
CB-1+1,1)z+CB-1+2,2)z%+--].

Coeficiente de z4": C(3,0)C(3 — 1 +4r,4r) — C(3,1)C(3 —1+2r — 1,2r — 1).



