Matemdtica Discreta 12 semestre de 2007
Professor: Newton José Vieira DCC/ICEx/UFMG
Primeira Prova/Solu¢ao do professor

1. Use a notacdo de somatéria para expressar as somas:

a) 1+2+4+8+16+---+ 2048.
b) 1/2+4+3/5+2/34+5/7+ --+n/(n+2).

Solugao:

a) llclz() 2~.
b) Y=o k/(k +2).

2. A partir de um universo de 28 pessoas, foram formados 3 grupos, G1, G2 e G3, G1 com 7 pessoas e 0s
outros dois com 10 pessoas cada um. Sabe-se que:

e 1 pessoa pertence a ambos os grupos G1 e G2;
e 2 pessoas pertencem a ambos, G1 e G3;

e 3 pessoas pertencem a G2 e G3; e

e nenhuma pessoa pertence a todos os trés grupos.

Desenhe um diagrama de Venn com regides para trés conjuntos que representem os grupos G1, G2 e
G3. Escreva o numero de pessoas correspondente a cada uma das oito regides do diagrama de Venn.

Evidentemente, deve ser mostrado como cada niimero foi calculado.

Solucao:

NaNVAY

Os célculos:

o [G1—(G2UG3)|=7—-1-2=4;

e [G2—(G1UG3)|=10—1—-3=6;

¢ [G3—(G1UG2)|=10—-2—-3="5;

o U—-(GIUG2UG3)|=28—1-2-3—-4—-5—-6=T1.

3. Que propriedades (dentre reflexividade, simetria e transitividade) tém as seguintes relagdes? Quais sdo
relagoes de equivaléncia?



a) R sobre {1,2,3}, R =1{(1,1),(2,2),(3,3)}.

b) R sobre {1,2,3}, R={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}.

¢) M sobre todos os habitantes de BH definida por: zMy se, e somente se, x tem a mesma idade que
Y.

d) V sobre todos os habitantes de BH definida por: zVy se, e somente se, x é mais velho que y.

Solugao:

a) Reflexiva, simétrica e transitiva. Logo, é relacao de equivaléncia.

Reflexiva, simétrica e transitiva. Logo, é relacao de equivaléncia.

)
b) Reflexiva e simétrica.
¢)

)

d) Transitiva.

4. Seja a funcio f: Im — Qd, em que:

e Im=1{i|i=2n—1paraalgumn € Z"} e
e Qd={q|q=n? para algum n € Z"}

sendo Z1 o conjunto dos nimeros inteiros positivos, e f(2n — 1) = Y or_y(2k — 1) para cada n € VAR
Mostre que f é uma fungao bijetora (correspondéncia um para um).
Solucado:

Serd demonstrado, por inducdo matemética, que f(2n — 1) = n? para cada n € Z7.
Inicialmente, veja que f(2x1—1) = Yh_(2k —1) = 1 = 12. Seja n € Z* arbitrario.
Suponha, como hipétese de inducdo, que f(2n — 1) = n%. Segue-se, entdo, que f(2(n +
-1 =102k —1) =37 12k —1)+2(n+1) —1=n%+2(n+1) — 1 pela hiptese
de indugdo. Logo, f(2(n+1)—1)=n’+2n+2—-1=n?+2n+ 1= (n+ 1)

Logo, o contradominio de f é Qd e, portanto, f é sobrejetora. Além disso, f é injetora,
pois se 2ny — 1 # 2ny — 1, segue-se que nj # ng e, portanto, n? # n3. Como f é injetora
e sobrejetora, conclui-se que é bijetora.

5. Prove que se 22 4+ y? = 22, entdo pelo menos um, dentre x, y e z, é par.
Solucado:
Pela contrapositiva. Suponha que z, y e z sdo impares. Neste caso, 22, y? e 22 também
sdo fmpares. Mas a soma de dois niimeros impares é par, o que implica que z2 + y? é par.
Como 22 é fmpar e 22 + 32 é par, 2% + y? # 22
6. Seja a seguinte definigdo recursiva para uma seqiiéncia 10, 20, 70, 200, 610, .. .:
ap =10, a; =20 e paran > 2, an, = 2an—1 + 3an—_2.

Prove, por indugao, que para todo n € N:

an = g X (3™ 4 (—1)").

Solucao:

Tem-se: ag = 10 = (5/2)(31 + (=1)%) e a; = 20 = (5/2)(9 — 1) = (5/2)(3% + (=1)1). Seja
n > 1 arbitrario. Suponha, como hipétese de inducao, que aj, = (5/2)(3*+! 4 (—1)*) para
1 < k < n. Segue-se que:



n1= 2apn + 3an_1 pela def. de a,, poisn+1 > 2
=2(5/2)(3" 4+ (=1)™) + 3(5/2)(3" + (—=1)" 1) pela hipétese de inducio
=(5/2)(2.3"F1 +2.(=1)" +3.3" + 3.(—1)"1)
= (5/2)(3" 2 + (=) 1)
= (5/2)3"*2 + (=1)"*).



