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Introducao a Teoria dos Grafos

1. Quantas arestas tém os grafos K e K¢, .7
Solucao:

K, nao tem arestas. Ky, , tem C(m +n,2) —mn = C(m,2) + C(n,2) arestas.

2. Uma mulher deve transportar um ledao, uma raposa e um coelho de uma margem a outra de um
rio, em um barco que sé cabe a mulher e mais um dos animais. Se o ledo e a raposa, ou a raposa e
o coelho, ficarem na margem oposta em que estiver a mulher, em dado instante, o primeiro come o
segundo (esse ledo nao gosta de coelho). Este problema pode ser modelado via grafos, criando-se
um vértice para cada configuragio segura (aquela em que ninguém come ninguém) possivel, e
uma aresta entre dois vértices se a configuracao representada por um puder ser obtida daquela
representada pelo outro cruzando-se o rio. Assim feito, um caminho simples do vértice inicial
(que representa todos na margem A) ao vértice meta (todos na outra margem) corresponde a
uma forma de cruzar o rio com os ditos elementos. Construa o grafo, e mostre todas as formas de

cruzar o rio com seguranca para a raposa e o coelho.

Solucao:

W

Cada vértice terd a forma x/y, em que x é ou uma sequéncia de simbolos m, 1, r,
c. A sequéncia x denota os elementos que estao na margem origem e y os elementos
na margem destino (m: mulher, I: ledo, r: raposa, c: coelho). Existird uma aresta
{x1/y1,2/y2}, caso a situagao representada por xs/ys possa ser obtida a partir
daquela representada por x;/y;. As arestas nao sao direcionadas, representando o
fato de que se x5 /ys pode ser obtida a partir de x1/y;, entao x;/y; pode ser obtido
a partir x5 /ys (como pode ser facilmente verificado). Com isto, o grafo seré:

Existem dois caminhos mais curtos que representam formas de cruzar o rio sem
perdas:
e mlrc/-, Ic/mr, mlc/r, ¢/mlr, mrc/l, r/mcl, mr/cl, - /mlrc
e mlrc/-, Ic/mr, mlc/r,1/mrc, mlr/c, r/mecl, mr/cl, - /mlrc
3. Prove que um grafo simples com n vértices nao pode ser bipartite se tiver mais de n?/4 arestas.

Dica: Suponha que pode ser bipartite. Entao os vértices podem ser divididos em conjuntos de k

e n — k vértices. Conte o ntmero de arestas.

Solucao:



Suponha que o grafo é bipartite. Entao seus vértices podem ser divididos em dois
conjuntos de k e n — k vértices, de tal forma que vértices do mesmo conjunto nao
sao adjacentes. Neste caso, o nimero maximo de arestas é k x (n—k) (o grafo seria
do tipo Ky n—k). O valor de k para o qual k x (n — k) atinge o maximo ¢ dado por
d(k x (n—k))/dk = 0, ou seja, por d(nk —k?))/dk = 0, ou ainda, n — 2k = 0, o que
da k = n/2. Assim, o nimero maximo de arestas é (n/2) x (n/2) = n?/4! Assim,
tendo o grafo mais de n?/4 arestas, ele nao pode ser bipartite.

. Qual é o maior nimero possivel de arestas em um grafo com 31 vértices, se cada vértice tem grau,
no maximo, igual a 37
Solucao:

Sabe-se que Y,y grau(v) = 2|E|. Como o nimero de vértices de grau impar é par,
para satisfazer as condigdes do problema, basta ter ¢y grau(v) = 30 x 342 = 92.
Assim, tem-se que o nimero maximo de arestas é |E| = 92/2 = 46.

. Prove que se G é um grafo com exatamente 2 vértices de grau impar, entao ambos os vértices
estdo no mesmo componente conectado.

Solucao:

Seja um grafo G com exatamente 2 vértices de grau impar. Ja que o nimero de
vértices de grau impar de um grafo é par, um componente de GG, que também é um
grafo, nao pode ter apenas um dos dois vértices de grau impar. Logo, ambos devem
estar no mesmo componente.

. Desenhe todos os grafos simples de 4 vértices nao isomorfos entre si.

Solucao:

Abaixo estao listados os 11 grafos existentes:

|
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. Suponha que uma imersao do grafo simples G no plano tenha 20 faces. Se G é regular de grau 5,

quantos vértices G contém?
Solucao:

Como G é regular de grau 5, tem-se que 5|V| = 2|E|. A férmula de Euler diz que
|V|—|E|+ F = 2. Com isto, tem-se que |V|—5|V|/2420 = 2 e, portanto, |V| = 12.



8.

Prove que se G é um grafo planar com k componentes, entao qualquer imersao de G satisfaz
V-E+F=k+1.

Solucao:
Sejam Hy, Hs, ..., Hj os k componentes de G (k > 1). Para cada componente H;
tem-se que |Vy,| — |Eg,| + Fu, = 2. Portanto, tem-se que:

k

Z(‘VHJ - ‘EHZ + FHZ) = 2k.

i=1

Mas, S8 Vi, | = [Val, S5, |En,| = |Eq|l e S, Fy, = Fg + (k — 1); esta tltima
se deve ao fato de que a face externa é contada uma vez para cada H;. Logo,

Vel — [Ec| + Fo + (k — 1) = 2k,

e, portanto, |Vg| — |Eg| + Fo = k + 1.

Caminhamentos

9.

Liste todos os grafos simples de quatro vértices:

(a) Eulerianos.

(b) Hamiltonianos.

Solucao:

(a) Eulerianos:
. .
AN

(b) Hamiltonianos:

10. Qual ¢ o ntimero minimo de arestas a adicionar ao grafo de Konigsberg, de forma que se obtenha

11.

12.

um grafo Euleriano?

Solucao:

A metade do ntimero de vértices de grau impar: 2.
Para que valores de m e n sao K,, e K,, ,, Eulerianos?
Solucao:

K, é Euleriano quando n é impar, pois, neste caso, todos os vértices tém grau par.
K, , ¢ Euleriano quando m e n sao pares.

Uma ponte em um grafo é uma aresta cuja remocao desconecta o grafo.



(a) Um grafo Euleriano pode conter uma ponte?

(b) Um grafo com trajeto Euleriano pode conter uma ponte?

Solucao:

Um grafo Euleriano nao pode conter uma ponte, mas um grafo com trajeto Euleri-
ano pode.

13. Desenhe, se possivel, grafos simples com as seguintes caracteristicas:

(a) O grafo tem um trajeto Euleriano e um caminho Hamiltoniano.

(b) O grafo ndo tem um trajeto Euleriano, nem caminho Hamiltoniano.
Solucao:
(a) Grafo simples com trajeto Euleriano e caminho Hamiltoniano:

*——O@

(b) Grafo simples sem trajeto Euleriano, nem caminho Hamiltoniano:

*——oO

14. Seja o seguinte tabuleiro, em que . representa um cavalo preto e Q representa um cavalo
branco:

O O

Lembrando que um cavalo (no jogo de xadrez) se move em L, modele o problema por meio de
grafo e mostre como inverter as pegas, isto é, colocar os cavalos pretos onde estao os brancos, e

vice-versa.
Solucao:

Modelando-se cada casa (i,7j), para 1 < 4,7 < 3 como um vértice de nome ij, e
cada movimento possivel do cavalo como uma aresta, tem-se o seguinte grafo:

4



Ao “desenrolar” este grafo partindo-se de 11, caminhando-se no sentido horario e
desenhando-se os vértices, mantendo-se a disposicao de 3 em cada linha, tem-se a
seguinte nova disposicao dos vértices e arestas do mesmo grafo:

A)—(—Gy
G @ ©
(13 —E)—)

Veja que ha varias solugoes possiveis, tanto os cavalos se movendo no sentido horario
no grafo acima, como no sentido anti-horario. Evidentemente, ha a restricao de
que para um cavalo se mover para a posicao explicitada pelo vértice adjacente, é
necessario que nao haja cavalo na mesma; se houver, este deve ser movido antes.
Na solugao seguinte, pode-se ver os 4 cavalos como se movendo “ao mesmo tempo”
girando em sentido horério, cada um se movendo 4 vezes. A solucao é apresentada
em 4 linhas, cada linha representando o movimento, ao mesmo tempo, dos 4 cavalos.
Cada coluna mostra o trajeto de um dos cavalos. O movimento do cavalo em 4,
para a posigao iyjy € representado por i;j; — i9j2. Observe que os cavalos das
posicoes 11 e 33 trocam de posicao, assim como os cavalos das posicoes 13 e 31.

11 — 23
23 — 31
31 — 12
12 — 33

31 —12 33 —=21 13 — 32
12—-33 21 =13 32—=11
33—21 13—-32 11 =23
21 =13 13—=11 23— 31

15.  (a) Mostre que se G é um grafo simples com n vértices e pelo menos C(n — 1,2) + 2 arestas,
entao G é Hamiltoniano.

(b) Mostre que (a) ndo é verdade se a condigao é relaxada para “pelo menos C'(n —1,2) + 1

arestas”.

Solucao:

(a) O nimero maximo de arestas em um grafo simples de n vértices, ou seja, o
numero de arestas em K, é C'(n,2). Assim, o déficit maximo de arestas em
G, com relacao a K,,, ¢ C(n,2)—[C(n—1,2)+2] =C(n—1,2)+C(n—1,1) —
C(n—1,2) —2=n— 3. Assim, para dois vértices u e v quaisquer de G:

grau(u) + grau(v) > [(n—1)+ (n—1)] — (n—3) — 1.
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O primeiro termo ¢é a soma dos graus de u e v em K, o segundo desconta o
mazimo possivel de arestas, e o terceiro se deve ao fato de que a aresta {u, v}
é contada 2 vezes no primeiro termo e subtraida apenas uma vez no segundo
termo. Fazendo-se as contas, tem-se que grau(u) + grau(v) > n. Assim, pela
proposicao 7-6 do livro texto, G é Hamiltoniano.

O grafo X = ({a,b,c}, {{a,b},{b,c}}) é um contra-exemplo, visto que C'(n —
1,2) +1=2= FE e, no entanto, X nao é Hamiltoniano.



