4. COMBINATORIA BASICA

e Introducao

e Regra da soma e do produto
e Modelo de amostragem

¢ Modelo de distribuicao

¢ Modelo de equacao

¢ Identidades combinatoérias

e Coeficientes binomiais
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Exemplos de problemas combinatdérios:

e Quantas possibilidades existem para escolha de uma senha valida
(password) em certo sistema de computagao?

¢ Qual é a probabilidade de se acertar a sena na megasena?
E a quina? E a quadra?

e E possivel dispor 4 casais em volta de uma mesa circular tal que nao
haja 2 homens, 2 mulheres ou um casal lado a lado? De quantas
maneiras? Listar configuracoes.

¢ Quantas comparacoes um certo algoritmo de ordenacao pode fazer,
no maximo?

e Qual é o menor percurso entre duas cidades utilizando um certo
sistema de transporte?

@C/UFMG - Matematica Discreta RQRXR ly

Combinatéria basica k= =il

INTRODUCAO

Introducgao

Combinatdria: ramo da matematica que trata de arranjos de objetos
(configuragoes satisfazendo propriedades especificas).

Problemas relacionados a arranjos de objetos:
e existéncia
e construcao
e enumeracao
e contagem — arte de contar sem contar
e otimizacao

e verificacao de propriedades
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Exemplo 4.1

Soma 5 no lancamento de dois dados distintos.

Casos possiveis:

(1,1 (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)

(61) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Casos de interesse:
(1,4) (2,3) (3,2) 4,1

Namero de casos com soma 5: 4 — queremos contar sem listar!
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Regra da soma e do produa

Idéia: Dividir problema de contagem em partes independentes.

Regra da soma:

A e B eventos disjuntos;
A: p casos possiveis; B: g casos possiveis;
= evento A ou B: p + g casos possiveis.

Regra do produto:

Evento C decomposto em etapas sucessivas A e B;

A: p casos possiveis; B: g casos possiveis, independente de A.

= evento C: p X g casos possiveis.
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Exemplo 4.3

Numero de maneiras de obter Q ou K de um baralho.

Solugao:
evento A: um Q — 4 maneiras
evento B: um K — 4 maneiras
= A ou B: 4 + 4 = 8 maneiras.
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Exemplo 4.2

Aluno X tem as seguintes opcoes de ida e volta da escola:

a) ida: 2 6nibus ou 3 caronas até a escola;
b) volta: 3 caronas até o centro e dai 2 6nibus até a casa.

Nuamero de opcoes:

a)ida: N1 =2+43=5 (regra da soma)
b) volta: N =3 x2=6  (regra do produto)
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Exemplo 4.4

Namero de maneiras de obter Q ou carta vermelha de um baralho.
Solucao 1:
evento A: um Q — 4 maneiras
evento B: carta vermelha — 26 maneiras
A e B nao disjuntos; nimero de elementos em Ae B = 2
=> Q ou carta vermelha: 4 + 26 — 2 = 28 maneiras.
compensacao — principio de inclusao e exclusao

Solucao 2:
evento A: um Q preto — 2 maneiras
evento B: carta vermelha — 26 maneiras
A e B disjuntos
= evento A ou B: 2 + 26 = 28 maneiras.
diferentes maneiras de resolver o mesmo problema
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Exemplo 4.5

Lancamento de dois dados distintos.

1) resultados possiveis:
evento A: primeiro dado — 6 casos
evento B: segundo dado — 6 casos
= eventos A e B: 6 X 6 = 36 casos.

2) resultados sem repetigao:
evento A: primeiro dado — 6 casos
evento B: segundo dado # primeiro dado — 5 casos
= eventos A e B: 6 X 5 = 30 casos.
(eliminando repetigcdes: 36 — 6 = 30 casos)
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Exemplo 4.7

Nuamero de inteiros de 3 digitos divisiveis por 5.

Solugao 1:
numeros divisiveis por 5: didads
1<d1£9,0<d2<9,dg=00ub
total de nimeros: N =9 X 10 X 2 = 180

Solucao 2:
nameros divisiveis por 5: resto(n,5) = 0 — contar quocientes
100 = 5 x 20;105 =5 X 21;...995 = 5 x 199.
total de numeros: N = (199 — 20) + 1 = 180
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Exemplo 4.6

Nuamero de sequéncias binarias de n digitos.

Solucao:
digito i: 2 possibilidades
n digitos: N =2 X2 X ... x2=2"
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MODELO DE AMOSTRAGEM

Amostras de r objetos extraidas de um conjunto de n objetos distintos

Aspectos a serem considerados:
e Ordem: sim/nao

¢ Repeticao: sim/nao

e permutacdo (ou arranjo): ordem é importante.

e selecdo (ou combinacdo): ordem nao importa.
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Modelo de amostvag%

k= =l
amostras de 2 objetos de {1, 2, x3} (n=3, r=2)
com repeticao sem repeticao
1T 12
12 13
13 T2
arranjo Lok seqiiéncia xaxr3  permutacdo
(ordem importante) | zax- 3T
o3 T3y
T3
L3
33
{z1, 21} {z1, 22}
{z1, 22} {z1, 23}
selecdo {xz1, 3} multiconjunto | {2, z3} combinacdo
(sem ordem) {x2, 2}
{$27 :13.5}
{z3, %3}
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2) Numero de permutacées:
P(n,n)=n(n—1)...2.1 =n!
Pn,r)=n(n—1)...(n—r+1) = 2 r<mn

(n—r)! —

Outra demonstracao:

e processo para permutar n objetos:
permutar r primeiros e depois permutar (n-r) restantes.

e no. permutacoes n objetos =
no. permutacgées r primeiros X no. permutagcdes (n-r) restantes
e P(n,n) = P(n,r) X P(ln —r,n — )

P n,n _ n!
S P(n,r) = P(n—(r,n)—r) — (n—r)!

@C/UFMG - Matematica Discreta QRXR

wy

Combinatéria basica

k==l

Modelo de amostragem

1) Namero de sequéncias de tamanho r:

numero de sequéncias = n Xn X ... X n=n"
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Modelo de amostragem

3) Nimero de combinacées de tamanho 7:
!

(n—r)! rsn

Demonstracao:

e processo para permutar r objetos dentre n objetos:
selecionar r objetos e depois permuta-los.

e no. permutacoes r objetos =
no. selecoes r objetos X no. permutacoes dos r selecionados
e P(n,r) = C(n,r) X P(r,r)

C(n,’r) = P(:,’:)) = 7'!(7?17')!
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4) Nimero de multiconjuntos (selecdes com repeticao) de tamanho r:
(M) = (""" =Cn—1+rr) = Gt

r r ri(n—1)!
Demonstracao:
e exemplo de selecao paran =3, r =4
objetos: a,b,c  selecdo: accc (la, Ob, 3c)
alb| c
o x/ [xxx 4x 2/

e no. selecdes = no. posicoes para / (2) = no. posicGes para x (4)

= (3 = 1Y =15

e no. selecdes = no. posicoes para / (n-1) = no. posicées para x (r)
. ((n)) _ (n—1+r) _ (n—l—i-r) _ (n—147)!

r n—1 r - rl(n-1)!
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Amostras de r objetos extraidas de conjunto de n objetos distintos

com repeticao sem repeticao
arranjo . o
(com ordem) " P(n,r) = (n—r)!
selecao Y _ m—14r o :
(sem ordem) ((7’)) = ( r )| C(n,7) = (r) = W
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amostras de 2 objetos de {x1, x2, 3} (n =3,

Modelo de amostragem
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com repeticao sem repeticao
11 12
1o 13
13 o1
arranjo Loy 32=9 xax3 P(3,2) =6
(ordem importante) | zox» 3T
23 T3T2
T3
T3TL2
L33
{%’1, 331} {whwz}
{$17 332} {$1a$3}
selecdo {z1, 23} ((;)) = (37;“) =6 |{x2, 23} C(3,2) =3
(sem ordem) {x2, z2}
{z2, x5}
{z3, x5}
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¢ Numero de sequéncias de tamanho 7r:
nimero de sequéncias = n”

¢ Nimero de permutacoes:

P(n,n) =n!
!
P(n,r) = ﬁ
¢ Nimero de combinacoes de tamanho 7r:
ny __ _ n!
(v) = C(nsr) = sy
e Niimero de multiconjuntos de tamanho 7r:
n _ m—=14+r _ m—1+r\ _ (n—1+47r)!
((r))_( T )_(n—l)_w
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Exemplos

e Numero de resultados possiveis no lancamento de 3 dados:
N; =63 =216
¢ Nimero de arranjos das cartas de um baralho:
Ny = P(52,52) = 52! ~ 7,96 x 1057
e Numero de maos de 5 cartas, no baralho:
N3 = (?) = 2.598.960
e Numero de dominds:
Ni= ()= (3" =0 =) =28
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Exemplo 4.8

Nuamero de senhas de 4 digitos decimais.

e sem repeticao: Ny = P(10,4) = 16—[1! = 5040

e com repeticio: Ny = 10% = 10.000
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Observacoes:

() = )

en! = v2an (B)" (Stirling)
e
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Exemplo 4.9

Poquer: probabilidade de ocorrer um flush (5 cartas do mesmo naipe).

_ no. flushes _ 4xC(13,5)
p(flush) = no. maos de 5 cartas = C(52,5)

= 0,00198
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Permutacao com objetos idénticos

Exemplo: nimero de permutacdes com as letras b, a,n,a,n, a.

Solucao 1:
3 posicoes para a: N, = C(6,3) = 20
2 posicoes para n: N, = C(3,2) =3
1 posicao para b: Ny = C(1,1) =1
no. permutacdes = Ng X Np X Np =20 X 3 X1 =60
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Permutacao com objetos idénticos

n!

P(n;rl,r2,...,rm):m ri+re2+...+rm=mn

Outra demonstracao:

e processo para permutar n objetos distintos:
1) considerar grupos de objetos idénticos: permutar grupos;
2) considerar objetos distintos nos grupos: permutar objetos nos
grupos.

e total de permutacoes =
no. permutacoes dos grupos X no. permutacoes em cada grupo
n! = P(n;ry,ro,...,rm)r1ira! ... rmp!

n!

S PMyry, T,y Tm) = T o
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Permutacao com objetos idénticos

n objetos, r; do tipo k

rmt+ret+...t+trm=n

n n-—m"r n—7Try —7T2 — ...
P(nyri,roy ...y Ty) =
1 T2 Tm

n!

rilrs! .o ry!

FI®

Modelo de amostragem

- rm—l)
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Solucao 2:
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Permutacao com objetos idénticos

no. permutagées = P(6;3,2,1) = 3%:1, = 60
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Exemplo: nimero de permutacdes com as letras b, a,n,a,n, a.
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