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Estudar Matematica

em memoria de Sousa Pinto

O bom desempenho em qualquer disciplina de Matemaética depende em
primeira andlise

1. da capacidade de ler atenta e interessadamente os textos
disponiveis, por forma a poder interpretar correcta e rigo-
rosamente as matérias neles expostas. Este resultado nao se
consegue, em geral, com uma sé leitura; frequentemente sao
necessarias duas, trés ou mais leituras variando este nimero
de leitor para leitor. Nao se aprende matemdtica sem LER
Matematica!

2. da capacidade de escrever correctamente em Portugués so-
bre temas de Matematica, usando uma linguagem precisa e
clara. Na apresentacao da resolugao de um problema

devem ser enunciados com precisdo os resultados
usados; o rigor das demonstracoes e o cuidado pres-
tado a sua redacgdo sdo elementos importantes para
a apreciacdo das respostas.

Nao responde correctamente a uma questao de Matematica
quem se limita a efectuar uma série de calculos sem explicar
a sua razao de ser, as suas origens (préximas) e para que
servem no respectivo contexto. Nao se aprende Matematica
sem ESCREVER Matematica!



Quem comunica por escrito devera fazé-lo em LINGUA PORTUGUESA, de
uma forma que possa ser claramente entendida por qualquer pessoa mini-
mamente familiarizada com as matérias sobre as quais discursa. E estrita
obrigagao de quem comunica fazé-lo de forma correcta dentro da “norma”
da lingua portuguesa. Isto significa, em particular, que

e devem ser usadas frases completas e gramaticalmente cor-
rectas, por forma a serem produzidas afirmacoes claras rela-
tivamente as quais se possa dizer sem qualquer ambiguidade
que sao verdadeiras ou falsas (mas nao ambas as coisas).

e 1ndo deve ser usada notagao matematica incorrecta nem for-
mas de escrita estenogrifica — as palavras existem para
facilitar a comunicagao e a sua grafia nao deve, por isso,
ser adulterada. B preciso respeitar nao sé a sintaxe, mas
também a ortografia e as regras de pontuagao da lingua
portuguesa. A “norma” da lingua portuguesa é do conhe-
cimento geral dos portugueses (letrados) — os dialectos (na-
turais ou artificiais) s6 sao reconhecidos por alguns, geral-
mente poucos!

e deve explicar-se sempre o que se estd a fazer.

e devem ligar-se as ideias e as férmulas matematicas por par-
ticulas adequadas que explicitem o encadeamento dos racio-
cinios feitos.

e ¢ preciso ter muita atencao com a apresentacao: se o tra-
balho realizado revelar falta de cuidado de sentido estético e
de rigor, nao se justifica que alguém gaste tempo para ten-
tar entender o seu conteido. Além disso, qualquer texto
serd sempre valorizado pela originalidade da exposicao!

Quem apresenta um trabalho nao pode partir do principio que quem o
estd a ler entende o que realmente se passou na mente de quem o escreveu.
A resposta (escrita) a um problema é um didlogo com um interlocutor in-
visivel. A comunicagdo escrita pode nao ser simples, mas é certamente da
maior importancia para a vida do dia a dia de quem tem de agir em so-
ciedade. Dispor de boa capacidade de comunicacao escrita é muitas vezes
de importancia crucial para um bom desempenho em muitas situagoes da
vida real: a comunicacao escrita (assim como a oral) aproxima-se muito de
uma arte e é como tal que deve ser encarada, mesmo em textos cientificos!

José Sousa Pinto, Universidade de Aveiro, 1999
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Capitulo 1

Introducao a Loégica e Teoria
de Conjuntos

1.1 Teoria (intuitiva) de Conjuntos

A teoria dos conjuntos foi criada relativamente recentemente por Georg Can-
tor (1845-1918) que definiu conjunto como sendo “uma colec¢ao de objectos
claramente distinguiveis uns dos outros, chamados elementos, e que pode ser
pensada como um todo”. E claro que se nao se tiver definido previamente
o que se entende por “colec¢dGo” esta nao serd uma definicao rigorosa para
o termo “conjunto”. A fim de evitar defini¢bes circulares, conjunto e ele-
mento de um conjunto sdo duas nogoes que nao se definem; um conceito
quando é definido, é-0 em termos de outros conceitos mais simples e nao é
habitual considerar conceitos logicamente mais simples que os de “conjunto”
e “elemento de um conjunto”. Conjunto e elemento de um conjunto sao as-
sim termos primitivos que se admite serem do conhecimento de toda a gente
(pelo menos de toda a gente que estuda Matemadtica). Esta secgao destina-se
a relembrar conceitos baseados na nogao de conjunto aqui considerado de
forma intuitiva. Trata-se de um conceito de extraordindria importancia pois
grande parte da matemdtica dos nossos dias pode ser construida a partir
dele. Por este facto, o estudo da construcao de conceitos de matematica
a partir da nogao primitiva de conjunto é muitas vezes se designado por
FUNDAMENTOS DE MATEMATICA.



Um conjunto designa-se geralmente por uma letra maitscula, ' reser-
vando-se as letras mintsculas para os seus elementos. A expressao simbdlica

z€A

significa que “r € elemento de A”. A negagdo de x € A representa-se
simbolicamente por
xd A

e lé-se “r nao pertence a A” (ou “x ndo é elemento de A”). Um conjunto
pode ser descrito em extensao (quando o nimero dos seus elementos for
finito e suficientemente pequeno) enumerando explicitamente todos os seus
elementos colocados entre chavetas e separados por virgulas ou em com-
preensao, enunciando uma propriedade caracterizadora dos seus elementos
(isto é, uma propriedade que os seus e s6 os seus elementos possuam).

Exemplo 1.1 :

(1) Conjunto das vogais
V ={a,e,i,0,u}

descrito em extensao;

(2) Conjunto dos numeros naturais pares
P ={pe IN:p=2qg para algum q € N}

descrito em compreensao.

Conjunto universal e conjunto vazio. Intuitivamente poderia parecer
razoavel que se considerasse como conjunto qualquer coleccao de objectos
(reais ou imagindrios). Tal atitude, porém, conduz a situacoes paradoxais,
como se deu conta o filésofo inglés Bertrand Russel, por volta de 1901.
Bertrand Russel comega por observar que se se adoptar a concepgao
intuitiva de conjunto entao pode dizer-se que alguns conjuntos sao membros
de si préprios enquanto outros nao o sao. Um conjunto de elefantes, por
exemplo, nao é um elefante e, portanto, nao é um elemento de si préprio; no
entanto, o conjunto de todas as ideias abstractas é, ele préprio, uma ideia
abstracta, pelo que pertence a si proprio. As propriedades “ser membro de si
proprio” e “ndo ser membro de si proprio” parecem assim ser propriedades

N30 tem que ser assim: trata-se de uma mera convencéo para facilitar o estudo.



perfeitamente adequadas para definir conjuntos. Mas, como se vera, estas
propriedades conduzem a criagao de um paradoxo.

Suponha-se (se possivel) que se define o conjunto A como sendo o con-
junto de todos os conjuntos que nao sao membros de si préprios, isto é,

A={X:X¢X}

Coloca-se entao a questao de saber se A é ou nao elemento de si préprio.
Se A nao for membro de si préprio, A € A, entao satisfaz a propriedade
definidora de A e, portanto, A € A; se A pertence a si préprio, A € A entao
nao satisfaz a propriedade definidora de A e, portanto, A ¢ A. De cada
uma das possiveis hipoteses pode deduzir-se a sua negagao, o que constitui
um paradoxo.

Para eliminar possibilidades deste tipo supor-se-4, de ora em diante, que
os conjuntos considerados sao todos constituidos por elementos de um con-
junto U suficientemente grande, chamado conjunto universal ou universo
do discurso.

A ideia de um conjunto universal estard sempre presente mesmo quando
nao seja explicitamente mencionado. Em Matematica ha conjuntos que
constituem muito frequentemente os universos do discurso sendo, por isso,
conveniente dispor de nomes para eles. Alguns exemplos de tais conjuntos,
dos mais importantes, sao:

= {z:x é um nimero real}
{z : x é um nimero racional}
{z :  é um numero inteiro}

= {0,1,2,3,...}

ZNOB
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Os simbolos @ ou { } usam-se para denotar o conjunto vazio (conjunto
sem elementos) que pode ser descrito em compreensao por {z : z # z}.

Conjuntos finitos e infinitos. Embora nao seja este o lugar adequado
para dar definicOes rigorosas sobre os termos “finito” e “infinito”, procurar-
se-& esclarecer, por meio de alguns exemplos, o seu significado.

Um conjunto diz-se finito se for possivel contar os seus elementos, ou seja,
se for o conjunto vazio ou se for possivel estabelecer uma correspondéncia
bijectiva entre os seus elementos e os elementos de um conjunto da forma
{1,2,3,...,n} para algum n € IN. Dir-se-4 infinito no caso contrario. O
conjunto dos niimeros inteiros positivos inferiores a 100 é um conjunto finito



enquanto que o conjunto de todos os nimeros inteiros positivos é um con-
junto infinito. De modo semelhante, é finito o conjunto de todos os planetas
do sistema solar ou o conjunto de todos os nimeros primos menores que
10103; pelo contrédrio, como mais & frente se mostrard, € infinito o conjunto
de todos os nimeros primos.

Se A for um conjunto finito, designar-se-a4 por cardinalidade de A o
numero dos seus elementos, o qual se representa por card(A). Um conjunto
com cardinalidade igual a 1 diz-se singular.

Quando um conjunto ¢ infinito, é impossivel defini-lo em extensao (in-
dicando explicitamente os seus elementos); logo, se um conjunto puder ser
definido em extensao, entao certamente serd um conjunto finito. Por vezes
para definir certos conjuntos infinitos usa-se uma notagao parecida com a
definicao de um conjunto em extensao: é o caso de

N = {0,1,2,3,...}

Note-se contudo que as reticéncias representam a quase totalidade dos ele-
mentos de IN qualquer que seja o ntimero de elementos que aparecem no
inicio.

Igualdade de conjuntos.

Dois conjuntos sao iguais se e sé se tiverem os mesmos elementos.

Se um conjunto A for igual a um conjunto B escreve-se A = B. Para
verificar se dois conjuntos sdo iguais basta verificar se todo o elemento de
A é elemento de B e se todo o elemento de B é elemento de A. Se todo
o elemento de A for também elemento de B (independentemente do facto
de todo o elemento de B poder ser ou nao elemento de A) dir-se-4 que o
conjunto A esta contido no conjunto B, o que se denota por A C B; neste
caso também se diz que A é subconjunto de B. Se os conjuntos A e B forem
iguais entao ter-se-a A C B e, simultaneamente, B C A; reciprocamente, se
A C B e B C A se verificarem simultaneamente entdo tem-se A = B. Se
for A C B e A # B dir-se-4 que A é um subconjunto préoprio ou uma parte
propria de B e escreve-se A C B. De acordo com estas definigdes resulta
que quaisquer que sejam os conjuntos A e B

WDCA ACA A=Bseesése [ACB e BCA]

Considere-se a prova de, por exemplo, @ C A qualquer que seja o conjunto
A. A dnica forma de mostrar que esta inclusao é falsa é verificar que @



possui um elemento que nao pertence a A; ora como ¢ nao possui elementos
entao aquela relagao verifica-se sempre.

Exercicios 1.1.1

1.
2.
3.

Mostrar que os conjuntos O, {O} e {{D}} sdo distintos dois a dois.
Mostrar que se A for um subconjunto do conjunto vazio entdo A = .
Dado um conjunto arbitrdrio A,

(a) serd A membro do conjunto {A}?
(b) serd {A} membro do conjunto {A}?
(c) serd {A} um subconjunto de {A}?

. Dados os conjuntos

= {5,10,15,20,...}

= {7,17,27,37,..}
{300,301,302, ....,399, 400}
= {1,4,9,16,25,36,49,...}
= {1,1/2,1/4,1/8,1/16,...}

indicar, para cada um deles, uma propriedade que o especifique completa-
mente.

DT QW
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Indicar quais dos conjuntos que se sequem S$G0 1Guais:

A = {-1,1,2}

B = {-1,2,1}

Cc = {0,1,2}

D = {2,1,-1,-2}

E = {z:22°=4 ou 22 =1}

Determinar em extensao os sequintes conjuntos

A = {zeN:8=z+3}
B = {zeN:(x—-2)(z—-5)=0}
C = {rxreN:z2?+22=13z}
D = {zeN:\bx—-1+3z-2=3}
E = {zeN:(z+1)(z+2) <11}

Dizer quais dos conjuntos que se sequem sdo finitos e quais sao infinitos.
(a) O conjunto das linhas do plano que sdo paralelas ao eixo xa'.

(b) O conjunto das letras do alfabeto.

(c) O conjunto dos maltiplos de 5.

(d) O conjunto dos animais existentes na Terra.

(e) O conjunto das raizes da equag@o

23 4+ 4202 — 1728 — 225 +19 = 0

(f) O conjunto das circunferéncias centradas na origem.



1.1.1 Operagoes com conjuntos

Sendo A, B dois conjuntos, denota-se por AU B a uniao (ou reuniao) de
A com B, que é o conjunto cujos elementos sao os elementos de A e os
elementos de B. Mais geralmente, se A, Ao, ..., A, forem conjuntos entao
a sua uniao

UznzlAi = AiUAU...UA,

é o conjunto constituido pelos elementos que pertencem pelo menos a um dos
conjuntos A;,7 = 1,2,...,n. Simbolicamente pode traduzir-se esta defini¢cao
por

Ur,A4; = {z: z € A, para algum i =1,2,...,n}

A intersecgao de dois conjuntos A e B, denotada por AN B, é o conjunto
cujos elementos pertencem simultaneamente a A e B. Analogamente, se
A;i=1,2,...,n, forem conjuntos entao

0?21141' = AiNAdnN...NA,
{z: z € A, para todo i =1,2,...,n}

As defini¢cbes de uniao e interseccdo de conjuntos estendem-se, de forma
natural, a familias infinitas de conjuntos. Assim, dada uma familia arbitraria
de conjuntos {Aq }aecr (onde I denota um conjunto de indices)

Uacrlda = {x: x € A, para algum o € [}
NactAa = {z:xz€ A, para todo o € I}

Dois conjuntos A e B dizem-se disjuntos se e s6 se for AN B = @, isto é,
se nao possuirem elementos comuns.
A diferenga de A e B é o conjunto A\B definido por

A\B = {z:x€ A e v ¢ B}

ou seja é o conjunto constituido pelos elementos de A que nao pertencem
a B. Se, em particular, se fizer A = U, o universo do discurso, entao ao
conjunto U\B = {z : x ¢ B} dé-se o nome de conjunto complementar
de B e denota-se por B€.

Conjunto das partes de um conjunto. Podem construir-se conjuntos
cujos elementos sao eles proprios, no todo ou em parte, conjuntos. Assim,



por exemplo, a letra z, o conjunto {a,b}, o conjunto {?} e o numero 4
podem constituir um novo conjunto que é o seguinte

{z,{a,0},{0},4}

Dado um conjunto arbitréario, é possivel construir novos conjuntos cujos ele-
mentos sdo partes do conjunto inicial. Em particular, sendo A um conjunto
qualquer, denota-se por P(A) o conjunto constituido por todos os subcon-
juntos (préprios ou impréprios) de A, isto é,

PA) = {X: X CA}
Seja, por exemplo, A = {a,b,c}; entdo

P(A) = {0, {a},{b},{c}, {a, 0}, {a, c}, {b,c}, {a, b, c}}

é o conjunto das partes de A, com cardinalidade igual a 8 = 23.

Diagramas de Venn. As operagoes com conjuntos podem ser represen-
tadas pictoricamente pelos chamados diagramas de Venn que, embora nao
sirvam de prova formal, permitem visualizar e conjecturar muitos resultados
sobre conjuntos.

O conjunto universal é representado pelo interior de um rectangulo no
qual sao representados por circulos os varios conjuntos com os quais se estd
a operar. Assim, por exemplo,

u

é um diagrama de Venn com trés conjuntos A, B e C onde se pode realcar
(com tracejado) o resultado das vérias operagoes realizadas com eles.



Nota 1.2 Os diagramas de Venn tornam-se de dificil ou mesmo impossivel uti-
lizagao quando o numero de conjuntos a considerar for superior ou igual a 4.

Exercicios 1.1.2 :
1. Qual € a cardinalidade dos sequintes conjuntos
{1,.2,0}, {1.{1,0}}, {0}, {1}, {{1}}

2. Determinar a cardinalidade do conjunto
_Jp.
S = { :p,q € Ny Ap,q < 10}
q

3. Seja U = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} o conjunto universal. Dados os conjuntos
A=1{1,3,5,7}, B={2,3,4,5,6} e C ={0,2,4,6,8}, definir em extensio os
conjuntos

ANB, BUC, BUC® An(BUCQC),
(ANBY)U(ANC), (AnB)UC, AUu®, BNn®, AnC, U°

4. Sejam A, B e C trés conjuntos quaisquer contidos no universo U. Verificar
as sequintes igualdades:

(a) AUAS=U
(b) ANAc=0Q
(c) ANBCA
(d) AUBD A
(e) (A%)°=A
5. Em que circunstancias sao verdadeiras as igualdades que se sequem
AuB = AnB
ANBs = A
A C 0O
ANB = B
(AUB)NB® = A
(AnB)UB = AUB

6. O facto de ser AU B = D implica que seja D\B = A? Se nao, o que pode
concluir-se do facto de ser AUB =D e D\B = A?

7. Sejam A e B dois subconjuntos do universo U = {1,2,3,4,5,6} tais que
AUB=1{1,2,3,4}, AnB={3}, A\B=1{1,2}, A°={4,5,6}

Determinar A, B e B\A.



8. Mostrar que
(a) se ACC e BCC entio AUB CC.
(b) se C CAeCCB entio C C ANB.

9. Determinar os conjuntos das partes dos conjuntos
A={1}, B={1,2} c¢=1{1,2,3}

10. Sendo M = {1,2,3,4} determinar {x € M : x € @}. Quantos elementos terd
o conjunto das partes de M ?
11. Descrever os elementos do conjunto P(P(P(D))).
12. Mostrar que
(a) A D B implica P(A) D P(B)
(b) P(AUB) 2 P(A)UP(B)
(¢) P(ANB) C P(A)NP(B)
Em que condigdes se verificam as igualdades nas duas dltimas alineas?

13. Determinar o conjunto das partes do conjunto das partes do conjunto {a}.

Concluir-se-a esta seccao com os dois teoremas que se seguem que rela-
cionam varias das operacoes que se podem realizar com conjuntos.

Teorema 1.3 (Propriedade distributiva.) Sendo A, B,C trés conjun-
tos arbitrdrios, ter-se-d

(a) AN(BUC) = (ANB)U(ANCQC)

(b) AU(BNC) = (AUB)N(AUCQC)

Demonstragao: Uma forma de mostrar a veracidade destas igualdades consiste
em verificar que cada um dos seus membros estd contido no outro. Far-se-a esta
verificagdo para a primeira alinea deixando a outra a cargo do leitor interessado,
como exercicio.

Para mostrar que se tem AN(BUC) C (ANB)U(ANC) é suficiente verificar que
qualquer elemento t € AN (BUC) também pertence ao conjunto (ANB)U(ANC).
De facto, da hipdtese resulta que ¢ pertence a A e a BUC ou seja que t pertence a
A et pertence a B ou t pertence a C'. Entao t pertence a A e a B, isto é,t € ANDB,
ou t pertence a A e a C, isto é, t € ANC. Consequentemente, t € (ANB)U(ANC)
e, portanto,

AN(BUC)C(ANB)U(ANCQC) (1.1)
como se pretendia mostrar.

Suponha-se agora que s € (ANB)U(ANC). Entdo s€ ANBouse ANC,
ou seja, s pertence simultaneamente a A e B ou s pertence simultaneamente a A e
C. Portanto, s pertence a A e pertence a B ou a C, donde resulta

(ANB)UANC)CAN(BUCQ) (1.2)
De (1.1) e (1.2) resulta a igualdade pretendida. o



Exercicios 1.1.3 Verificar a demonstracio do teorema 1.3 usando um diagrama
de Venn apropriado.

Teorema 1.4 (Leis de Morgan.) Sendo A e B dois conjuntos arbitrdrios,
ter-se-d

(a) (AN B)¢ = A°U B¢

(b) (AUB)¢ = A°N B°

Demonstragao: Tal como no teorema anterior, far-se-4 a demonstracao da
primeira alinea deixando a segunda a cargo do leitor interessado, como exercicio.
Para mostrar que se tem (AN B)¢ C A°U B¢ é suficiente verificar que qualquer
elemento ¢t € (AN B)¢ também pertence ao conjunto A°U B¢. Da hipétese feita
resulta que t ndo pertence a interseccao de A e B e, portanto, ndo pertence simul-
taneamente a A e a B. Logo pertencerd ao complementar de A ou pertencerd ao
complementar de B, isto é, tendo em conta a arbitrariedade de t ter-se-a

(ANB)° C A°U B° (1.3)

Suponha-se agora que s € A°U B€. Entao s € A€ ou s € B¢ e, portanto, s ¢ A
ou s € B, donde decorre que s ¢ AN B. Consequentemente,

A°UB° C (AN B)° (1.4)

De (1.3) e (1.4) resulta a igualdade pretendida. a

Exercicios 1.1.4 Verificar a demonstracio do teorema 1.4 usando um diagrama
de Venn apropriado.

Exercicios 1.1.5

1. Sendo P,Q, R trés conjuntos, indicar quais das afirmacoes que se seqguem sao
verdadeiras.

(a) Se P é um elemento de @ e @ é um subconjunto de R, entdo P é um
elemento de R.

(b) Se P é um elemento de @ e @ é um subconjunto de R, entdo P é também
um subconjunto de R.

(¢) Se P é um subconjunto de @ e @ é um elemento de R, entdo P é um
elemento de R.

(d) Se P é um subconjunto de @ e  é um elemento de R, entdo P é um
subconjunto de R.

2. Sendo P,Q, R trés conjuntos, provar

(¢) (P\@Q\R = P\(QUR)
(b) (P\@Q\R = (PAR)\Q
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(c) (P\Q\R = (P\R)\(Q\R)
3. Chama-se diferenga simétrica de dois conjuntos A e B ao conjunto con-

stituido pelos elementos que pertencem a A ou a B, mas ndo a ambos simul-
taneamente.

(a) Denotando por A @& B a diferenca simétrica de A e B , mostrar que
A®B = (A\B)U(B\A4) = (AUB)\(ANB).

(b) Representar num diagrama de Venn a diferenca simétrica de dois con-
juntos A e B quaisquer.

(¢) Se a diferenca simétrica entre dois conjuntos A e B for igual ao conjunto
A que poderd dizer-se a respeito de A e B?

(d) Usando diagramas de Venn, verificar quais das igualdades que se sequem
sao verdadeiras e quais sao falsas

e A®(BNC) = (AeB)n(AaC)
e A®(BUC) = (A@B)U(4Aa ()
e Ap(BaC) = (AeB)aC
e AN(Ba(C) = (ANB)®(ANC)
e AUB®C(C) = (AUB)® (AUC)
(e) Se a diferenca simétrica de A e B for igual a diferenca simétrica de A e
C poderd concluir-se que se tem, necessariamente, B = C?

1.2 Elementos de Teoria da Deducao

“... depuis les Grecs qui dit Mathématique dit Demonstration.”
in Bourbaki
A Matemética divide-se geralmente em partes chamadas teorias mateméa-

ticas. O desenvolvimento de uma qualquer daquelas teorias é constituido
por trés etapas fundamentais:

(1) a construcao dos objectos matemadticos da teoria,;
(2) a formacao de relagoes entre aqueles objectos;
(3) a pesquisa daquelas relagoes que sao verdadeiras, ou seja, a

demonstracao de teoremas.

Objectos matematicos sao, por exemplo, os niimeros, as fungoes ou as figuras
geométricas; a Teoria dos Numeros, a Andlise Matematica e a Geometria
sao, respectivamente, as teorias matematicas que os estudam. Os objectos
mateméticos (provavelmente) nao existem na natureza; sdo apenas modelos
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abstractos de objectos reais mais ou menos complicados. As relagoes entre
os objectos matematicos sao afirmacoes (ou proposi¢oes ou sentengas), ver-
dadeiras ou falsas, que podem enunciar-se a seu respeito e que, de algum
modo, correspondem a propriedades hipotéticas dos objectos reais que eles
modelam.

Para provar os seus resultados a matematica usa um determinado processo
de raciocinio que se baseia na Légica; existe uma interligacao profunda en-
tre a Matematica e a Logica. Deve observar-se desde ja que, embora existam
outros tipos de Logica, aqui o termo deve entender-se no sentido da chamada
Légica bivalente que adopta como regras fundamentais de pensamento os
dois principios seguintes:

Principio da nao contradigao: Uma proposi¢ao nao pode ser
verdadeira e falsa (a0 mesmo tempo).

Principio do terceiro excluido: Uma proposi¢ao ou é ver-
dadeira ou é falsa (isto é, verifica-se sempre um destes casos e
nunca um terceiro).

A matemadtica, como qualquer outra ciéncia, utiliza a sua linguagem
prépria constituida por termos — palavras ou simbolos — e proposigoes
que sao combinacoes de termos de acordo com determinadas regras. Numa
teoria matematica qualquer podem distinguir-se dois tipos de termos:

(1) termos légicos, que nao sao especificos daquela teoria e
fazem parte da linguagem matematica geral, e

(2) termos especificos da teoria que se esta a considerar.

Termos l6gicos como, por exemplo, “varidvel”, “relacdo”, etc. sao comuns

a todas as teorias matematicas. Pelo contrario, “ponto”, “recta” e “angulo”

sao termos especificos da geometria, enquanto que “ndmero”, “<”, “adicdo”

sao termos especificos da teoria dos ntimeros, etc. Uma relacao entre objec-

tos pode enunciar-se, por exemplo, sob a forma de uma implicacao? “p = ¢”,

tanto em geometria como em teoria dos niimeros; os termos especificos que
[{9%)) [1P»2)

aparecem em “p” e “q” sdo, no entanto, distintos quando os objectos per-
tencem & geometria ou a teoria dos numeros. Assim, se for

p = “A, B,C sao trés pontos nao colineares”
q = ‘“existe um e um s6 plano que passa por A, B e C”

2A definicéo de implicacio bem como de outras operacoes légicas é feita mais & frente.
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a implicacao “p = ¢” tem um significado geométrico; se for

“2 é primo”
“22 _ 1 é primo”

p
q

a implicacao “p = ¢” tem significado em teoria dos ntmeros. Os termos
l6gicos dao a forma a uma teoria matematica; os termos especificos dao-lhe
o contetdo. O papel principal da légica em matematica é o de comunicar as
ideias de forma precisa evitando erros de raciocinio.

1.2.1 Conjectura e demonstragao

Como atras se referiu, uma das etapas fundamentais no desenvolvimento
de uma teoria matematica é a pesquisa de relagoes verdadeiras entre os
objectos da teoria. Ou seja, dada uma afirmagao relativa aos objectos da
teoria, é necessario demonstrar a sua veracidade ou falsidade; sé depois deste
processo € que tal afirmacao, se for demonstrada a sua veracidade, adquire
o estatuto de teorema.

Chama-se demonstragao formal a uma sequéncia finita py,po, ..., pn
de proposigdes cada uma das quais ou é um axioma (proposigao cuja veraci-
dade se admite a priori) ou resulta de proposi¢oes anteriores por regras de in-
feréncia (que sdo formas muito simples e frequentes de argumentacao valida,
tradicionalmente designadas por silogismos). Cada uma das proposicoes p;,
1 < 5 < n, é designada por passo da demonstracdao. Neste sentido, teo-
rema serd o ultimo passo de uma dada demonstracao, isto é, demonstrar
um teorema consiste na realizacao de uma demonstragao cujo ultimo passo
é o teorema em questao.

As demonstragoes formais raramente sao praticadas fora dos livros de
Légica. Como uma demonstracao formal inclui todos os passos possiveis
(nada é deixado a imaginacao) entao a demonstragao formal de um teo-
rema, ainda que simples, é normalmente longa (e fastidiosa). Assim, fora da
Logica raramente se fazem demonstracoes formais rigorosas: o que em geral
se faz é estabelecer os passos fundamentais da demonstragdo suprimindo
todos os detalhes logicos que, muitas vezes, nao ajudam a esclarecer a ver-
dadeira natureza da proposicao sob andlise. Estes procedimentos designar-
se-a0 simplesmente por demonstragoes (ou demonstragdes mateméaticas)
por contraposi¢ao a demonstragoes formais.

Exemplo. Na tabela que se segue, para cada nimero natural n de 2 a 10,
calculou-se o nimero 2" — 1 obtendo-se os seguintes resultados:
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n  E primo? | 2" —1 E primo?
2 sim 3 sim
3 sim 7 sim
4 nao 15 nao
5 sim 31 sim
6 nao 63 nao
7 sim 127 sim
8 nao 255 nao
9 nao 511 nao
10 nao 1023 nao

Observando cuidadosamente a tabela parece verificar-se o seguinte: sem-
pre que m € um numero primo, o numero 2" — 1 também € primo! Seréd
verdade? E tentador pensar que sim, mas de momento nao ha qualquer
razao suficientemente forte que garanta este resultado de forma indiscutivel.
Em matematica dé-se o nome de conjectura a este tipo de afirmacoes cujo
valor l6gico de verdade ou falsidade carece de ser provado. Assim, esta tabela
suscita as duas conjecturas seguintes:

Conjectura I Dado um nidmero inteiro n superior a 1, se n for
primo entdo o numero 2" — 1 € primo.

Conjectura II Dado um niumero inteiro n superior a 1, se n
nao for primo o numero 2™ — 1 também ndo € primo.

Destas duas conjecturas a primeira pode refutar-se imediatamente: para tal
é suficiente continuar a desenvolver a tabela para valores de n superiores a
10. Assim, para n = 11 vem

2l 1 = 2047 = 23 x 89

0 que mostra que a conjectura é falsa: 11 é um nimero superior a 1 e é primo,
mas 21 —1 é um nimero composto. O nimero 11, neste caso, constitui o que
se designa geralmente por contra-exemplo para a conjectura: um simples
contra-exemplo ¢é suficiente para mostrar que a conjectura é falsa. Mas h4
mais contra-exemplos: 23 e 29, por exemplo, sao outros contra-exemplos.
Considere-se agora a segunda conjectura: estendendo a tabela a ou-
tros nimeros inteiros nao primos superiores a 10 nao se encontra nenhum
contra-exemplo. Isto, contudo, ndo nos permite concluir que a conjectura
¢é verdadeira pois por muito que se prolongue a tabela nunca serd possivel
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experimentar todos os nimeros compostos possiveis: eles sdo em nimero
infinito! Podera haver contra-exemplos que sejam tao grandes que nem com
os actuais meios computacionais seja possivel testa-los. Para demonstrar ou
refutar a conjectura é necesséario adoptar entdo outros métodos.

A conjectura II €, de facto, verdadeira.

Demonstragao: Visto que n nao é primo entao existem inteiros positivos a e
b maiores que 1 tais que a < neb < nen =ab. Sendoxz =2 —1ey =
1420422 ... 4 200=Db entzo

xy — (2b_1) . (1_~_2b+22b+.._~_2(a—1)b)
= 2 (142042 e 20T (1420 2% e glem )

= (2”+22b+23b+-~+2“b)7(1+2”+22”+~~+2(“*1>b)

= 2% _1
= 2" 1

Visto que b < n pode concluir-se que x = 2* —1 < 2" —1; por outro lado como b > 1
entdo x = 2 —1 > 2! — 1 = 1 donde se segue que y < zy = 2" — 1. Entao 2" — 1
pode decompor-se num produto de dois niimeros inteiros positivos x e y maiores
que 1 e menores que 2 — 1 o que prova que 2" — 1 nao é primo. O

Uma vez que se provou que a conjectura II é verdadeira, esta passou a
adquirir o estatuto de teorema, podendo entao escrever-se:

Teorema 1.5 Dado um nimero inteiro n superior a 1, se n nao
for primo entdao o numero 2™ — 1 também ndo € primo.

Exercicios 1.2.1 Aproveitando as ideias usadas na demonstracdo anterior,

1. mostrar que 2'2—1 ndo € primo, exibindo explicitamente dois factores (maiores
que 1) em que se pode decompor este nimero;

2. determinar um inteiro = tal que 1 < x < 232757 — 1 por forma que o mimero
232767 _ 1 seja divisivel por x.

Como se viu acima o facto de n ser um nimero primo ndo garante
que 2" — 1 seja também primo. Mas para alguns inteiros n > 1 primos
o nimero 2" — 1 é primo: aos nimero primos da forma 2" — 1 da-se o nome
de nimeros primos de Mersenne. Assim, 3, 7, 31, etc., sdo numeros
primos de Mersenne, mas 5 é um numero primo que nao é nimero primo
de Mersenne. Com a ajuda dos computadores muitos nimeros primos de
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Mersenne tém sido encontrados ultimamente. Em Maio de 1994 o maior
nimero primo de Mersenne conhecido era 2859433 _1 que tem 258 716 digitos.
Em Novembro de 1996 foi obtido um novo recorde com o ntimero 21398269 _1
que tem 420921 casas decimais e é o 352 nimero primo de Mersenne co-
nhecido. Contudo nao se sabe ainda se hd uma infinidade de ntimeros primos
de Mersenne ou se, pelo contrario, o niimero de primos de Mersenne, em-
bora eventualmente muito grande, é finito. Consequentemente, de momento,
apenas se poderd conjecturar uma ou outra das hipoteses. J4 o mesmo se
nao dird sobre os nimeros primos propriamente ditos: h& cerca de 2400
anos, Euclides (¢. 350 a.C.) provou nos seus célebres Elementos o seguinte:

Teorema 1.6 Hd uma infinidade de niumeros primos.

Demonstragao: Suponha-se, pelo contrério (reducgao ao absurdo), que hd apenas
um nimero finito de nimeros primos. Podemos entao enumera-los: seja p1,po, ..., Pk
a lista de todos os ntimeros primos e considere-se o niimero

m = pr-pz---pe+1

O resto da divisao de m por p; € igual a 1 e, portanto, o niimero m nao é divisivel
por p1; de modo semelhante se pode concluir que m nao é divisivel nem por ps nem
por ... nem por p.

Usar-se-4 agora o facto de todo o niumero inteiro maior que 1 ser primo ou
poder decompor-se num produto de factores primos. Ora m é claramente maior que
1 e, portanto, m ou é um nimero primo ou pode decompor-se num produto de
factores primos.

Suponha-se que m é primo. Como m é maior que qualquer um dos nimeros
P1,...,Pr entdo existiria um numero primo que nao faria parte da lista que se
admitiu conter todos os nimeros primos existentes. Entao m nao pode ser primo e,
portanto, serd um produto de niimeros primos estritamente compreendidos entre 1
e m. Seja ¢ um dos primos desta decomposi¢ao. Entao m é divisivel por ¢ pelo que
q nao pode ser nenhum dos nimeros primos da lista de todos os niimeros primos
considerada inicialmente. De novo temos uma contradi¢ao a qual resulta de se ter
admitido que era finito o nimero de numeros primos existentes. Esta hipoGtese,
que conduz sempre a contradicoes, é falsa ficando, assim, provado que existe uma
infinidade de nimeros primos. O

Os numeros primos de Mersenne estao relacionados com um outro tipo
de ntmeros — os niimeros perfeitos — relativamente aos quais estd também
por resolver outra conjectura famosa. Um ntimero inteiro n diz-se perfeito se
for igual & soma de todos os inteiros positivos menores que n que o dividem
exactamente. Assim, 6 é perfeito pois6 =14+2+3e28=14+24+4+7+14
é o numero perfeito que se lhe segue.
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Euclides provou que que se 2" — 1 for um niimero primo entdo 2"~ 1(2" —
1) é perfeito. Entao, cada ndmero primo de Mersenne da origem, por
este processo, a um numero perfeito. Cerca de 2000 anos mais tarde o
matematico suigo Leonhard Euler (1707-1783) provou que todo o ntmero
perfeito par é gerado por este processo.> Como nio se sabe se hé infinitos
nimeros primos de Mersenne também nao se sabe se hd ou nao infinitos
numeros perfeitos pares. Quanto aos nimeros perfeitos impares nao se sabe
sequer se existe algum.

Exercicios 1.2.2 Seja n um inteiro positivo arbitrariamente escolhido. Mostrar
que existe uma sequéncia de n inteiros consecutivos que nao contém qualquer numero
primo. [SUGESTAO: considerar o nimero z = (n + 1)! + 2 e mostrar que nenhum dos

ndmeros z,  + 1, ...,  + (n — 1) pode ser primo.] Aplicar este resultado a n = 7.

1.2.2 Logica proposicional

“Poder-se-4 definir a Logica como a ciéncia das regras que legiti-
mam a utilizagao da palavra PORTANTO.”

B. Ruyer in Logique

Como foi referido acima, a demonstracao de conjecturas é essencial em ma-
temédtica. A Légica estuda os métodos de raciocinio, especialmente os que
podem expressar-se sob a forma de argumentos. Um argumento consiste
numa série (finita) de proposigoes declarativas, chamadas premissas, a partir
das quais se infere uma outra proposicao, a conclusao. Ha varios tipos de
argumentos: os dois principais sao os argumentos indutivos e os argumentos
dedutivos. O primeiro, usado no dia a dia pelas ciéncias empiricas, parte de
dados da experiéncia para concluir que uma dada proposicao, provavelmente,
é verdadeira. Os dados da experiéncia tornam provavel a veracidade da
conclusao, mas nao a garantem em absoluto.

Um argumento dedutivo, pelo contrario, garante que se todas as premis-
sas forem verdadeiras a conclusdo também o serd. A argumentacao dedutiva
estd na base das demonstragoes matematicas. Por este facto, far-se-4, antes
de mais, uma breve resenha dos aspectos mais importantes da logica ele-
mentar. Relembrar-se-a, para comecar, o significado das conectivas logicas
mais comuns.

3Note-se que 6 = 2' (2% — 1) e 28 = 22(2% — 1).
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Os elementos basicos da logica s@o as proposigoes ou sentengas que
sao afirmagoes precisas (verdadeiras ou falsas, mas ndo ambas as coisas).
Por exemplo, “2 € maior que 3” é uma proposicao cujo valor logico é o de
“falsidade” enquanto que “todos o0s triaingulos tém trés lados e trés angulos”
é uma proposicao cujo valor légico é o de “verdade”. Por outro lado “x < 3”
nao é uma proposicao (depende do valor que venha a ser atribuido & varidvel
x). Representar-se-ao por letras (geralmente minidsculas) as proposicoes ge-
néricas (ou varidveis proposicionais) e por 1 e 0 os valores 1dgicos de “ver-
dade” e “falsidade”, respectivamente.

Exemplo 1.7 As afirmagoes

1. A Lua é feita de queijo verde.

2. (e7)? = e?m.

3. 6 é um ntmero primo.

4. O milionésimo digito na dizima de V26 6.
sao exemplos de proposigoes. Por outro lado,

1. Serd (e™)? igual a 277
2. Se ao menos todos os dias pudessem ser como este!
3. Toda a gente é aardlingueede.

4. Esta proposicao ¢ falsa.

claramente nao sao proposicgoes.

Por vezes combinam-se varias proposicoes para obter proposicoes com-
postas: neste caso, em geral, pretende-se obter os valores 16gicos das propo-
sicoes compostas em funcao dos valores 16gicos conhecidos das proposigoes
mais simples que as compoem.

Uma conectiva légica que modifica o valor de uma dada proposi¢ao “p” é
a sua negac¢ao “nao p”, denotada geralmente por “—p”, que é uma proposicao
falsa quando “p” é verdadeira e verdadeira quando “p” é falsa. Isto pode
expressar-se a custa da chamada tabela de verdade da negacgao:

0
1

H4 diversas formas pelas quais se podem combinar duas proposicoes.
Em particular as conectivas “e€” e “ou”, conjunc¢ao e disjuncdo, denotadas
geralmente por “A” e “V”, respectivamente, sdo definidas pelas seguintes

tabelas de verdade:
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plalpra]pVva]
1]1] 1 1
10| o 1
0ol1] o 1
0jlo| o 0

A conjuncao de duas proposicoes é verdadeira quando e sé6 quando as duas
proposigoes forem simultaneamente verdadeiras; a disjuncao é verdadeira
desde que pelo menos uma das proposicoes seja verdadeira.

A conectiva “=" que se 1& “se ..., entao ...”, designada por “im-
plicagao”, obedece, por seu lado, a seguinte tabela de verdade:

plalp=4q]
1]1] 1
1{o]| o
ol1] 1
olo| 1

Por fim considere-se a conectiva logica “p se e s6 se ¢”, por vezes
abreviada para “p sse ¢”, e geralmente denotada por “p < ¢”. A sua tabela
de verdade é dada por

(plalped]
1|1 1
110 0
011 0
010 1

[Pl

A proposicao “p < q” é verdadeira quando “p” e “q” sao ambas verdadeiras
ou ambas falsas e falsa quando “p” e “¢” tém valores logicos distintos. E
facil verificar que “p < ¢” tem o mesmo significado l6gico que a proposicao
“(p = q) A (¢ = p)”. Para o confirmar basta escrever a tabela de verdade

para esta proposicao e verificar que é idéntica a da primeira.

pllp=9A(g=p)]

A
1
0
0
1

== o~

=
1
1
0
1
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Na pratica usa-se frequentemente esta relagao: para mostrar que uma propo-
sicao da forma “p < q” é verdadeira decompde-se essa proposicao nas duas
partes “p = q¢” e “qg = p” e mostra-se separadamente que cada uma delas é
verdadeira.

Nota 1.8 (A implicagao.) A tabela de verdade da conectiva = funciona como
aquela definicao* para a implicacdo que a experiéncia mostrou ser a mais adequada.
No entanto hé aqui um certo conflito em relacao ao que se passa na conversagao
usual: nesta nao se dird geralmente “p implica ¢” quando se sabe a priori que “p”
é falsa. A implicacao é verdadeira quando o antecedente “p” é falso qualquer que
seja o consequente “q”. Esta situacao pode ilustrar-se com a implicacao “se dois
mais dois sao cinco entdo a terra € um queijo” que é verdadeira uma vez que o
antecedente ¢ falso.

As duas primeiras linhas da tabela da implicacdo ndo apresentam qualquer
problema sob o ponto de vista intuitivo do senso comum. Quanto as duas iltimas,
qualquer outra escolha possivel apresentaria desvantagens sob o ponto de vista
16gico, o que levou & escolha das solugoes apresentadas: de facto, fazendo 0 na 32
linha e 0 na 42 linha obtém-se a tabela da conjuncdo, A; fazendo 0 na 32 linha
e 1 na 42 linha obtém-se a equivaléncia. Resta a possibilidade de fazer 1 na 32
linha e 0 na 42 linha que nao é também desejavel pois isso equivaleria a recusar a
equivaléncia

[p=d < [~q¢= -]

Ora esta equivaléncia é aconselhdvel, ela prépria, pelo senso comum: por exemplo,
a proposicao “se o Pedro fala, existe” é (intuitivamente) equivalente & proposigéo
“se 0o Pedro nao existe, nao fala”. A aceitacao desta equivaléncia impoe a tabela
considerada para a implicagao.

(plalp=q]~q]-w]-a=-p
111 1 010 1
1lo|l o 1] o0 0
0l1] 1 01 1
0l0] 1 1] 1 1

Dada uma implicacao p = g hé outras implicagdes envolvendo as proposicoes p
e ¢ (ou as suas negagoes —p e —q) que estao relacionadas com aquela. A proposi¢ao
—q = —p, que lhe é equivalente, como ja foi referido acima, é conhecida por contra-
reciproca ou conversa da primeira. A proposicao g = p designa-se por reciproca
e a proposi¢do —p = —¢q designa-se por inversa ou contraria. Observe-se que,
embora a contra-reciproca seja equivalente & proposicao original, o mesmo nao
acontece com a reciproca (e a contraria, que lhe é equivalente) o que pode verificar-
se através das respectivas tabelas de verdade.

4Qutras defini¢bes para a implicacdo seriam, em principio, possiveis.
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1.2.2.1 Tautologias e contradigoes

Chama-se tautologia a uma proposicao que é sempre verdadeira quaisquer
que sejam os valores atribuidos as varidveis proposicionais que a compoem.
Dito de outra forma, chama-se tautologia a uma proposicao cuja tabela de
verdade possui apenas 1s na ultima coluna. Exemplo de uma tautologia é a
proposigao p V (—p), o principio do terceiro excluido,

Se p designar a proposigdo “5 € uma raiz primitiva de 17”7 entao p V (—p) é
sempre verdadeira independentemente do significado (ou sentido) atribuido
a expressao ‘“raiz primitiva de”.

Chama-se contradigao a negacao de uma tautologia: trata-se de uma
proposicao cuja tabela de verdade apenas possui Os na tltima coluna.

Nota 1.9 Nao deve confundir-se contradicdo com proposicao falsa, assim como

nao deve confundir-se tautologia com proposicao verdadeira. O facto de uma tau-

tologia ser sempre verdadeira e uma contradigao ser sempre falsa deve-se a sua

forma légica (sintaxe) e ndo ao significado que se lhes pode atribuir (seméantica).
A tabela de verdade

(plalpva]lp=0®Va [r=q]q]pr(0 [ = NpA (9] ]
T11] 1 1 1 0 0 0
110] 1 1 0 1 1 0
ol1] 1 1 1 0 0 0
olo| o 1 1 1 0 0

mostra que p = (p V ¢q) é uma tautologia, enquanto que (p = q) A [p A (—¢)] é uma
contradicao.

Exercicios 1.2.3 :

1. Indicar os valores (de verdade ou falsidade) das sequintes afirmagées:

(a) 3< 7T e 4 éum ndmero inteiro impar
(b) 3<7 ou 4 é um nidmero inteiro impar

(c) & é impar ou divisivel por 4
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2. Suponha-se que p,q,r representam as sequintes sentencas:

p = “7 € um numero inteiro par”
q = “8+1=47
r = “2j ¢ divisivel por 8”

(a) Escrever em linguagem simbdlica as proposicoes
e 3+ 1+#£4 e 2/ é divisivel por 8
e nao € verdade que 7 seja impar ou 3+1=4
e se 3+1=4 entao 24 nao é divisivel por 8
Construir as tabelas de verdade das proposi¢ées compostas obtidas.
(b) Escrever por palavras as sentencas
* pV(mq)
* ~(pAq)
o (-r)V(—q)
e construir as suas tabelas de verdade.

3. Construir as tabelas de verdade das sequintes proposi¢oes

(a) [(p=q)Np]=q

(b) p&(qg=r)

(c) lpA(=p)]=q

(d) [pVr)A(gVr)Al(=p)V(-r)]
(e) [pA(gVr)AlgA(pVr)

4. Suponha-se que se define uma nova conectiva, denotada por *, tal que p* q € ver-
dadeira quando q € verdadeira e p falsa e € falsa em todos os outros casos. Construir
as tabelas de verdade para

(a) pxq
(b) q*p
(c) (pxq)*p

5. Determinar

(a) a contra-reciproca de (—p) = q

(b) a inversa de (—q) = p

(¢) a reciproca da inversa de ¢ = (—p)
(d) a negagao de p = (—q)

6. Quantas linhas terd a tabela de verdade de uma proposi¢cdo contendo n varidveis
proposicionais?
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10.

11.

12.

13.
14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
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23.
24.
25.
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]

pVp
=[p A (=p)]
p=p

p& (pVp)
p< (pAp)
—p &P
(rVa) = (¢Vp)

p=q)A(q=Dp)]

( )
=(pVq) & (=pA—g)
( A
(pAq) VgﬂpAﬂq)]

—(p=q) & (pA—q)
(p=q) & (=g = —p)
(r=q) = [(pA-q) =]

(p=r)A(g=r)]<[(pVaq) =]
&péQ)A(pér)]é[pé(qM)]

pAq) =1l e [p=(g=r1)]
p=(pVa)

ANq)=p
pA(p=q)]=q
(p=q)N=qg= —p
(p=aAN(g=71)]=(@=>r)
[(pVa)A—pl=q
Ep=>0)$ﬁp
(

T~~~

p=gA(r=s]=pVr)=(qVs)

p=>q =I[pVvr)=(qVr)

idempoténcia
idempoténcia
dupla negagao
comutatividade
comutatividade
comutatividade
associatividade
associatividade
distributividade
distributividade
identidade
identidade
identidade
identidade

lei de Morgan
lei da Morgan
equivaléncia
equivaléncia
equivaléncia
implicagao
implicagao
contrareciproca
reducao ao absurdo

adicao
simplificagao
modus ponens
modus tollens
silogismo hipotético
silogismo disjuntivo
absurdo

Na tabela acima apresentam-se alguns exemplos importantes de tautolo-
gias onde p, ¢, r designam varidveis proposicionais (isto é, afirmagoes que ou

23



sao verdadeiras ou falsas, mas nao ambas as coisas) e 1 e 0 designam as
proposicoes tautoldgica e contraditéria, respectivamente.

Definicao 1.10 Duas proposicdes a e b dizem-se logicamente equivalen-
tes se tiverem os mesmos valores logicos em todas as circunstancias, ou seja,
se a proposicdo a < b for uma tautologia.

Dir-se-d que a proposicdo a implica logicamente a proposicio b se a

veracidade da primeira arrastar necessariamente a veracidade da segunda,
ou seja, se a proposi¢do a = b for uma tautologia.

Exercicios 1.2.4 :

1. Indicar quais das sentencas sequintes € que sao equivalentes

(a) pA(=q)

(b) p=gq

(¢) =[(=p)V q)]
(d) ¢ = (—q)
(e) (=p)Vq

(f) =lp=4d

(9) p= (q)
(h) (=p) = (—q)

2. Mostrar que cada uma das proposicdes que se sequem

4.

(a) (-p)Vq

(b) (—q) = (-p)

(c) =lp A (—q)]

€ equivalente d implicagao p = q.
Mostrar que

(a) pV (g A1) ndo € logicamente equivalente a (pV q) Ar.
(b) pV (g Ar) € logicamente equivalente a (pV q) A (pV ).
(c) pV [~(gAr)] € logicamente equivalente a [pV (—=q)] V (—r).

Indicar quais dos pares de sentencas que se sequem € que sao logicamente
equivalentes e quais ndo sao.

(a) pAlgVvrll;[lpAglVIpAr]
(b) =lpAdgl; [(=p) A (—q)]

(¢c) [pVvignrlli [lpva Alpvr]]
(d) [p<dl; [p=dq Nlg=p|
(e) [p=al; l[a=p]

(f) Ip=dl; [(=g) = (-p)]
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(9) =lp = dl; [(=p) = (—q)]

Verificar que as proposicoes da tabela da pdgina 23 sao, de facto, tautologias.

Usando as tautologias apropriadas simplificar as sequintes proposi¢ioes:

(a) pV g A (-p)]

(b) =lpVign (-] g

(¢) =[(=p) A (=q)]

(d) =[(=p) Va]VIpA ()]

(e) [pAglVIpA(=q)

(f) lpAr]VI(=r)AlpVq]]

. Por vezes usa-se o simbolo | para denotar a proposicao composta por duas

proposi¢oes atomicas p e q que € verdadeira quando e s6 quando p e q sao

(simultaneamente) falsas e é falsa em todos os outros casos. A proposicdo

pl qlé-se “nem p nem q”.

(a) Fazer a tabela de verdade de p | q.

(b) Expressar p | q em termos das conectivas N, V e —.

(c¢) Determinar proposi¢des apenas constituidas pela conectiva | que sejam
equivalentes a —p, pAq epV q.

. Determinar se a expressao composta

(pVa)VI=(pAqg)

€ uma tautologia, uma contradi¢cdo ou nao uma coisa nem outra.

. Expressar a proposicao p < q usando apenas os simbolos =, \ e V.

9. Mostrar que nao sao logicamente equivalentes os sequintes pares de proposi¢ioes

(a) =(pAq); (=p) A (—q)
(b) ~(pVaq); (—p)V(~q)
(c)p=q q=0p

(d) =(p=q); (=p)= (—q)

10. Mostrar que p = (q V r) implica logicamente p = q.

1.2.3 Teoremas e demonstragoes

Sejam p, g, r trés proposicoes das quais se sabe seguramente que p e g sao
proposicoes verdadeiras. Se for possivel provar que a implicacao

(pAg)=r (1.5)

é verdadeira (isto é, que da veracidade de p e de ¢ resulta sempre a veracidade
de r), entdao pode argumentar-se que r é necessariamente verdadeira. Se,
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numa contenda, as proposi¢oes p e ¢ forem aceites como verdadeiras por
ambas as partes assim como a implicagao (1.5), entdo a veracidade de r
resulta logicamente dos pressupostos. A uma tal proposi¢ao (composta) da-
se o nome de argumento e constitui o método usado numa discussao para
convencer uma parte das razoes que assistem a outra.

De um modo mais geral, chama-se argumento a uma sequéncia finita
de proposicoes organizadas na forma seguinte

(P1AP2aA... Apn) = ¢ (1.6)

onde p1,pa, ..., P, sdo designadas as premissas (ou hipéteses) e ¢ a con-
clusao (ou tese). Ao fazer-se a leitura de (1.6) é costume inserir uma das
locugoes “PORTANTO”, “POR CONSEGUINTE”, “LOGO”, etc., lendo-se, por
exemplo, “p1,...,pn, portanto, ¢”. Para sugerir esta leitura usa-se, fre-
quentemente, a seguinte notacao

b1

ou p17"'apn/q
Pn
q

Interessa distinguir entre argumentos correctos ou validos e argumentos
incorrectos ou invalidos ou falaciosos.

Definicao 1.11 Um argumento

pla"'7pn/q

diz-se correcto ou valido se a conclusdo for verdadeira sempre que as
Premissas pi, . - . , pn forem simultaneamente verdadeiras e diz-se incorrecto
ou invalido ou falacioso no caso contrdrio, isto é, se alguma situacdo
permitir que as premissas sejam todas verdadeiras e a conclusdo falsa.

Construgao de demonstracoes elementares. Os matematicos sao pes-
soas muito cépticas®. Tém vérios métodos para resolver problemas matema-
ticos que vao desde a experimentacdo a tentativa e erro. Mas nao se con-
vencem da validade das respostas obtidas a menos que possam prové-las!
A prova ou demonstracdo é uma espécie de “puzzle” para o qual ndo hé

Spessoa céptica — pessoa que duvida de tudo, especialmente do que é comummente
aceite (Diciondrio, Porto Editora, 72 ed.)

26



regras de resolucao rigidas. A tnica regra fixa diz respeito ao produto final:
todas as pecas do “puzzle” devem estar encaixadas e o resultado obtido deve
parecer correcto.

A demonstragao de teoremas é feita de muitas formas dependendo em
geral do proprio contetido do teorema. Os préprios teoremas sao formulados
de muitas maneiras distintas. Uma das mais frequentes é a que involve uma,
conclusao do tipo

p =4

Para demonstrar a veracidade desta implicacao comeca-se por supor que p
é uma proposicao verdadeira para depois se concluir que entdo g também
é verdadeira. [Note-se que se p for falsa a implicacao é sempre verdadeira
quer ¢ seja verdadeira quer seja falsa.] Observe-se também que desta forma
se prova a validade da implicagdo p = ¢ e nao a veracidade de ¢. Para
provar a veracidade de ¢ seria necessdrio para além de provar a veracidade
da implicagdo p = g que se afirmasse a veracidade de p: supor que p é
verdadeira ndo é a mesma coisa que afirmar que p é verdadeira.

Exemplo 1.12 Suponha-se que a e b sdo nimeros reais. Provar que se 0 < a < b
entdo a® < b2,

Resolugao: Os dados do problema sao as afirmacoes a € IR e b € IR e o objectivo
¢é o de obter uma conclusao da forma p = g onde p é a afirmacao 0 <a<begéa
afirmacdo a? < b%. Supor que p é uma proposicao verdadeira é equivalente a juntar
p aos dados do problema. Assim, equivalentemente, pode ter-se

hipéteses tese
acR,bcR a? < b?
0<a<b

A técnica de demonstracao, neste caso, obtém-se por comparacao das duas
desigualdades a < b e a® < b?. Multiplicando a primeira desigualdade por a (que é
um nimero real positivo!l) vem

a? < ab (1.7)

e multiplicando-a agora por b (que é também um ntmero real positivo) vem
ab < b (1.8)

De (1.7) e (1.8) obtém-se

a’ < ab < b?

e, portanto, por transitividade, a?> < b? como se pretendia mostrar.
Mais formalmente, poder-se-ia apresentar este exemplo da seguinte forma:
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Teorema 1.13 Suponha-se que a e b sao dois niumeros reais. Se 0 < a < b entao
2 2
a® < b°.

Demonstracao:  Suponha-se que 0 < a < b. Multiplicando a desiguladade
a < b pelo nimero positivo a conclui-se que a?> < ab e, de modo semelhante,
multiplicando-a por b obtém-se ab < b%. Entdo a® < ab < b? e, portanto, a? < b?
como se pretendia mostrar. Consequentemente, se 0 < a < b entdo a? < b2. 0

Para provar uma implicacdo da forma p = ¢, muitas vezes, é mais facil
supor —g e provar que entao se verifica —p obtendo-se assim

0 que, como se sabe, equivale logicamente a p = gq.

Exemplo 1.14 Suponha-se que a,b e ¢ sdo trés mnimeros reais e que a > b.
Mostrar que se ac < be entao ¢ < 0.

Resolugao: A demonstracao neste caso tem o seguinte esquema:

hipéteses tese
aeR,beR, ceR ac<bc=c<0
a>b

A contra-reciproca da tese é a implicagao
—(c<0) = =(ac < be)

ou seja,
c>0 = ac>bc

e, portanto, pode realizar-se a demonstracao de acordo com o seguinte esquema:

hipéteses tese
aclR,beR,ceR ac > be
a>b
c>0

A tese resulta agora imediatamente de se multiplicar a desigualdade a > b por
c> 0.
Mais formalmente, ter-se-a

Teorema 1.15 Sejam a, b, c trés nimeros reais tais que a > b. Se ac < be entao
c<0.
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Demonstragao: Far-se-4 a prova pela contra-reciproca. Suponha-se ¢ > 0. Entao
multiplicando ambos os membros da desigualdade a > b por ¢ obter-se-4 ac > bc.
Consequentemente,

ac<bc = ¢<0

como se pretendia mostrar. d

Exercicios 1.2.5
1. Sejam A,B,C,D quatro conjuntos e suponha-se que AAB C C' N D e seja
x € A. Mostrar que se x & D entao ¢ € B.
2. Sejam a,b nimeros reais. Mostrar que se a < b entdo (a+b)/2 < b.

3. Suponha-se que x € um nimero real tal que x # 0. Mostrar que se

Ya+5 1
246 oz

entao x # 8.

4. Sejam a,b,c,d numeros reais tais que 0 < a < b e d > 0. Provar que se
ac > bd entdo ¢ > d.

As regras que permitem passar de hipoteses feitas e resultados ja demon-
strados a novas proposicoes sdo conhecidas por regras de inferéncia. A
regra de inferéncia mais frequentemente usada, conhecida por modus po-
nens, é a seguinte:

p=4q
p
q

Se forem verdadeiras a proposicao p e a implicagao p = ¢, entdao g é neces-
sariamente verdadeira.

(plalp=a]lpAp=9 [P Ap=q]=q]
1]1] 1 1 1
1{o] o 0 1
ol1] 1 0 1
olo| 1 0 1

A proposicao q é logicamente implicada por p e p = ¢ 0 que Se escreve
pp=4qF q
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De um modo geral,
PL,P2, -, Pn E 4

é uma regra de inferéncia se e sé se

PLADP2 A ... ANDp = q

for uma tautologia.
Outras regras de inferéncia sao as seguintes:

pPp=q FE ¢ modus ponens
p=qq=r E p=>r
p=q,mq = -p modus tollens
p FE pVa
pPAg E p
p.q¢ F pPAg

Exercicios 1.2.6 Sendo p,q,r e s quatro proposicoes dadas, estabelecer a vali-
dade ou invalidade dos segquintes argumentos.

(—p)Va,pFEq

p=qr=(-q) Fp=(-)

(=p) Vg, (-r) = (-q) Ep= (-r)
qV(-p),~qEp

PEP=q

(pAg)= (rAs),—rkE(=p)V(~q)
p=4q,(mq)=(-r),s=(pVr),skEq
pVa,q= (-r),(-r) = (-p) E ~(pAq)
- p=q,(-r) = (=), = (-p) F p

. p=(-p) F-p

.pVgp=rrEq

- pq= (7p),(mg) = [rV (=s)], —r | s
.p=(@qVs),qg=rEp=(rVs)

- p=(9),¢=pr=pFEq
.p=>q,r=>s,(p=3) EqA(-r)

R I I R T SR

I
N N R S e )
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1.2.4 Lodgica com quantificadores

H& muitas espécies de afirmacoes que se fazem em matematica que nao po-
dem ser simbolizadas e logicamente analisadas em termos do calculo proposi-
cional. Para além das complexidades externas introduzidas pelas diferentes
conectivas uma afirmacao pode conter complexidades por assim dizer inter-
nas que advém de palavras tais como “todo”, “cada”, “algum”, etc. as quais
requerem uma andalise légica que estd para além do calculo proposicional.
Tal andlise é objecto da chamada Légica de Predicados.

No exemplo que se segue mostram-se as dificuldades que poderiam apare-
cer se se usasse apenas o calculo proposicional.

Exemplo 1.16 Sejam P e @Q dois conjuntos. Represente-se por p a afirmagao
“r € um elemento de P” e por q a afirmagao “x € um elemento de QQ”. Analisar a
sentenca

(p=a)V(¢=p)
em termos de calculo proposicional.

Discussao: Antes de mais considere-se a tabela de verdade da sentenca dada.

p|p=qVig=p |

— = o |

= \
1 1
1 1
0 1
1 1

O resultado obtido é algo surpreendente visto que a tabela de verdade indica que
esta sentenga é uma tautologia (sempre verdadeira). Tendo em conta o significado
de p e q tem-se entao que “r € P implica x € Q ou x € Q implica x € P” o que de
acordo com o resultado obtido seria sempre verdadeiro. Mas “x € P implica x € )
ou x € @ implica x € P” parece afirmar que a proposigao “P € um subconjunto de
Q ou Q é um subconjunto de P” constitui uma afirmagdo sempre verdadeira.Ora,
a prépria experiéncia mostra que ha outras situagoes possiveis para os conjuntos
P e @, nomeadamente P pode nao estar contido em (@ e, por seu turno, @@ pode
também nao estar contido em P.

Esta andlise assim feita conduz a um aparente paradoxo que resultou do facto
de nem p nem ¢ serem, de facto, proposicoes: trata-se de férmulas abertas ou
predicados. Por outro lado uma proposicao do tipo “P € um subconjunto de @Q”
tem uma estrutura que requer o uso de quantificadores, isto é, o uso de expressoes
do tipo “todo” (P é um subconjunto de @) se TODO o x € P pertencer a @.)
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1.2.4.1 Variaveis e conjuntos

No desenvolvimento de qualquer teoria matematica aparecem muitas vezes
afirmagoes sobre objectos genéricos da teoria que sao representados por le-
tras designadas por variaveis.

Representando por & um numero inteiro positivo genérico, pode ser
necessario analisar (sob o ponto de vista 16gico) afirmagoes do tipo

“r € um numero primo”

Como ja foi referido, tal afirmacao nao é uma proposicao: o seu valor logico
tanto pode ser o de verdade como o de falsidade. Uma afirmacao deste
tipo denota-se genericamente por “p(x)” para mostrar que “p” depende da
varidvel x obtendo-se, assim, uma féormula com uma variavel livre, x.
Substituindo x em p(x) por um dado valor, 2 por exemplo, obtém-se p(2)
que é uma proposi¢ao: p(2) é uma proposicao verdadeira; p(6), no entanto,
é uma proposicao falsa.

Quando se estudam proposigoes — férmulas sem varidveis livres — pode
falar-se no seu valor légico de verdade ou falsidade. Mas se uma féormula
contiver varidveis livres (uma ou vdrias) entao nao podera falar-se no seu
valor légico e dizer simplesmente que tal férmula é verdadeira ou falsa. O
seu valor légico depende do valor atribuido & varidvel (ou varidveis). A tais
afirmacoes (com varidveis livres) associam-se entao os chamados conjuntos
de verdade que sao os conjuntos de valores para os quais p(z) é verdadeira.
Escreve-se com este sentido

A= {z:px)}

o que se lé da seguinte forma: A é o conjunto cujos elementos satisfazem p(z)
ou para os quais p(z) é verdadeira. Observe-se que, reciprocamente, dado
um conjunto A qualquer pode sempre definir-se uma férmula com varidveis
livres que tem A por conjunto de verdade: basta fazer p,(x) =z € A e,
portanto,

A = {z:p(z)}

Conjuntos de verdade e conectivas légicas. Suponha-se que A é o
conjunto de verdade de uma férmula p(x) e B é o conjunto de verdade de
uma férmula ¢(z). Entao,

A = {z:p()} = {zeld:p(r)}
B = {z:qx)} = {zel:qx)}
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O conjunto de verdade da férmula p(z) A g(x) é tal que
{relU:plx)Nq(z)} = {rceU:x€ ANzeB} = ANB
De modo semelhante,
{relU:plx)Vq(z)} = {reU:x€ AVee B} = AUB
Exercicios 1.2.7 Determinar os conjuntos de verdade das férmulas —p(zx), =q(z),

p(z) A (—q(7)), p(z) = q(z) e p(z) & q().

1.2.4.2 Os quantificadores universal e existencial

Como se referiu acima, uma férmula p(x), contendo uma variavel z, pode
ser verdadeira para alguns valores de x pertencentes ao universo do discurso
e falsa para outros. Por vezes pretende-se dizer que uma dada férmula p(z)
se verifica para todos os elementos = (do universo). Escreve-se, entao

“para todo o x, p(x)”

e representa-se, simbolicamente, por

Ve p(z) (1.9)

O simbolo V é designado por quantificador universal. A férmula (1.9)
diz que p(x) se verifica para todo o elemento x ou que p(x) se verifica uni-
versalmente. Sendo U o universo do discurso, (1.9) equivale ao seguinte

Vo [z €U = p(z)]

A quantificacao universal pode ser feita apenas sobre uma parte de U.
Assim, se D designar um subconjunto préprio de U e p(x) for uma férmula
com uma variavel cujo dominio é D, entao

Veep p(z) ou Yy [z € D = p(x)] (1.10)
afirma que p(z) se verifica para todo o x € D.
Exemplo 1.17 Suponha-se que p(x) é a férmula “z? + 1 > 0”. Entao,
Vo [z € R = p(x)]
é uma proposicao verdadeira, enquanto que
Vs [v € €= p(z)]

é uma proposicao falsa.

50u, “qualquer que seja x, p(z)”.
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E claro que é sempre possivel supor que = é uma varidvel em U, para o que
basta escrever
VelzeUd = [x€D=px)]]

No exemplo 1.17 com a férmula “p(x) = 22 +1 > 07, pode sempre supor-se
que o universo é U = C. Entao,

Ve p(z)
é uma proposicao falsa, enquanto que
Ve [z € R = p(x)]

é uma proposicao verdadeira.
Supondo que D é um conjunto finito, por exemplo,

D = {ay,a2,...,a,}
a férmula (1.10) é (logicamente) equivalente a conjuncao

plar) Aplaz) A ... A p(ay)

o que mostra bem que (1.10) nao tem varidveis livres, tratando-se, portanto,
de uma proposi¢ao. O mesmo significado pode ser dado no caso em que D
é um conjunto infinito envolvendo agora, correspondentemente, um nimero
infinito de conjuncoes.

Por outro lado, escreve-se
3, p(a) (L11)

para significar que existe (no universo do discurso) pelo menos um elemento
x para o qual p(x) se verifica, o que se pode ler da seguinte forma

“existe pelo menos um x tal que p(x)”

A férmula (1.11) é uma abreviatura (usada normalmente) para a expressao
Jo [z €U Ap(z)]

onde, novamente, U designa o universo do discurso. O simbolo 3 é chamado
o quantificador existencial.

Se D for um subconjunto de U e p(x) for uma férmula com uma variavel
cujo dominio é D, entao

dep p(x) ou 3, [z € D A p(z)]
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¢ uma féormula com o quantificador existencial. E claro que é sempre possivel
supor que z é uma variavel em U, para o que basta escrever o seguinte

dp [x €U Nz € DA p(x))
Supondo, novamente, que D é um conjunto finito,
D = {ay,aq,...,a,}
entao a férmula existéncial
Jpep p(x) ou 3 [x € D A p(x)]
é (logicamente) equivalente a disjuncao
p(ar) Vplaz) V...V p(ay)

0 que mostra que tal férmula nao tem varidveis livres, sendo, portanto, uma
proposi¢do. O mesmo significado pode ser dado no caso em que D é um
conjunto infinito, mas envolvendo agora, correspondentemente, disjungoes
infinitas.

O valor légico (de verdade ou falsidade) de uma proposi¢ao quantificada
depende, naturalmente, do dominio considerado. As duas proposicoes

VelreQ= 22 —-2=0]
. [reQAnaz?-2=0]

sao falsas enquanto que das duas seguintes

Velr€eR=22-2=0]
J[reR A 22—-2=0]

a primeira é falsa, mas a segunda é verdadeira.

Por uma questao de generalidade interessa considerar também o caso em
que o dominio da varidvel da férmula p(x) é o conjunto vazio. Que valor
l6gico terao expressoes da forma

Valz €D =p(x)] e Tz A p(a)]

Na primeira expressao a implicacao é sempre verdadeira quando o antecedente
é falso: é o que acontece aqui. Visto que x € @ é sempre falso, entao

Ve [z €@ = p(x)]
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é uma proposicao sempre verdadeira. Quanto a segunda expressao ela tem
a forma de uma conjuncao de proposicoes, das quais uma é sempre falsa.
Entao,

3z [z € O Ap(z)]

é uma proposicao sempre falsa.

Nota 1.18 Observe-se que enquanto a férmula p(x) tem uma varidvel livre, z,
as formulas ¥, p(z) e 3, p(x) ndo tém qualquer varidvel livre: nestas férmulas x
é sempre uma varidvel ligada (ou muda). Trata-se entao de proposi¢oes, relativa-
mente s quais se pode afirmar que sao verdadeiras ou falsas (mas ndo ambas as
coisas).

Por vezes emprega-se o quantificador existéncial numa situagao simultanea
de unicidade, ou seja, quer-se afirmar nao sé que

3z p(z)

mas ainda que a férmula p(z) se transforma numa proposicao verdadeira s6
para um elemento do dominio de quantificacdo. Neste caso emprega-se a
abreviatura

3, p(x)

que significa “existe um e um sé x tal que p(z)”.
Exercicios 1.2.8

. Escrever as frases que se seqguem usando notacdo logica na qual x designa um gato
e p(x) significa “r gosta de creme”.

(a) Todos os gatos gostam de creme.

(b) Nenhum gato gosta de creme.

(c) Um gato gosta de creme.

(d) Alguns gatos ndo gostam de creme.
. Sendo A, B, C trés conjuntos, analise em termos ldgicos, usando quantificadores, a
proposi¢io “se A C B entdo A e C\B séao disjuntos”.

Traduzir em linguagem simbdlica as proposicoes que se sequem, indicando as esco-
lhas que sdo apropriadas para os dominios correspondentes.

(a) Existe um inteiro x tal que 4 = x + 2.
(b) Para todos os inteiros x, 4 = x + 2.

(¢) Cada tridngulo equildtero é equidngulo.
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(d) Todos os estudantes gostam de Ldgica.
(e) Todos os que entendem Ldgica gostam dela.
(f) x*> —4 =0 tem uma raiz positiva.
(9) Toda a solugdo da equacdio x? —4 =0 € positiva.
(h) Nenhuma solugdo da equagdo x> — 4 =0 € positiva.
4. Seja Ny = {1,2,3,4,...} = N\{0}, p(z) a afirmacao “c é par”, q(x) a afirmagaio
x ¢ divistvel por 3”7 e r(x) a afirmagao “x é divisivel por 47. Expressar em lin-

guagem corrente cada uma das proposi¢des que se sequem e determinar o seu valor
logico.

(a) Vaen, p()

(
(¢) Veen, [p(@
(d) Vaen, [p(z
(e) Vaen, [p(z
(f) Jaen, r(z)

(9) 3zen, [p(x) A q(2)]

(h) Feen, [p(x) = q(2)]

(1) Fwen, [a(x) A gz +1)]
() Fwen, [p(z) = q(z +1)]
(k) Vaen, [r(z) = p(z)]

(1) Vaen, [p(x) = —q(2)]
(m) Veen, [p(z) = p(z +2)]
(n) Veen, [r(z) = r(z+4)]
(0) Vaen, lg(z) = q(z +1)]

5. Indicar se as proposi¢oes sao sempre, as vezes ou nunca verdadeiras. Dar exemplos
para os dominios D.

(¢) Veep p()] = [Beep p(2)]
(b) [Baep p(x)] = [Veen p(2)]
(¢) [Vzep —p(x —[Veep p(x
(d) [Hzep —p(z =[Fzep p(z
(
(

(z)] =
()] =
(¢) =[Vzep p(®)] = [Vaep —p(v
(f) =[Bsep p(z)] =

[ zeD P\T
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Quantificacao multipla. Uma férmula matemaética pode ter mais de
uma variavel. Considere-se, por exemplo, a afirmacao

“para cada numero inteiro par n existe um niumero inteiro k para
o qual se verifica a igualdade n = 2k”

Denotando por p(n, k) a férmula n = 2k e por IP o conjunto dos nimeros
inteiros pares, a afirmacao pode ser assim apresentada simbolicamente

Ve Jkez p(n, k) ou ¥V, [n € P = 3y [k € Z Ap(n,k)]]

que constitui uma proposicao verdadeira.
Considere-se agora a proposicao que se obtém trocando a ordem dos
quantificadores

Jkez Vnepr p(n, k) ou Jp [k €IP AV, [neP = p(n,k)]]
que, em linguagem comum, significa

“existe um nidmero inteiro k tal que para todo o niumero inteiro
par n se tem a igualdadde n = 2k”

que ¢é obviamente falsa. Outro exemplo de uma proposi¢ao com dois quan-
tificadores é a seguinte
Ve 3y [z +y=5]

onde o dominio de quantificacdo é o conjunto dos nimeros reais. Em lin-
guagem corrente, escrever-se-ia

“para todo o mumero real x existe um niumero real y tal que
r+y=>5"

que constitui uma proposigao verdadeira (sendo y = 5—x para cada z € IR).
Se se trocarem os quantificadores obter-se-a

que significa

“existe um numero real y tal que para todo o niumero real T se
temzr+y=>5"
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Esta proposicao é manifestamente falsa pois nao existe nenhum ntmero real
y, sempre o mesmo, para o qual todo o numero real x satisfaz a equagao
dada.

Estes exemplos ilustram a nao comutatividade dos dois quantificadores
universal, V, e existencial, 3.

Mais geralmente, uma férmula pode ter um nimero qualquer n € IN; de
variaveis
p = p(x1,72,...,Tn)

Para transformar uma tal formula numa proposi¢ao sao necessarios n quan-
tificadores. Denotando um quantificador genérico (universal ou existencial)
por Q, entao

Qi1Qz - Qup(xy,72,...,2)

é uma proposicao. Dois quantificadores da mesma espécie sao sempre comu-
tativos enquanto que dois quantificadores de espécie diferente sao geralmente
nao comutativos, isto é, a sua permuta conduz a proposicoes de conteido
distinto.”

Negacao de proposicoes quantificadas. Dadas as proposigoes com
quantificadores

VolzreUd =p(x)] e

o[z el A p(x)]

pode ser necessério analisar (logicamente) as proposi¢oes que sao a negagao
destas, ou seja

~ (Vo [x €U = p(a)])

(e [z el A p(x)])

Suponha-se, por exemplo, que p(x) é a féormula “x é perfeito” e H o universo
) )
dos seres humanos. Entao a proposicao

= (32 [z e HAP(x)])

"Em certos casos muito particulares a permuta dos quantificadores universal e existen-
cial ndo altera o valor 1égico da proposicdao obtida. E o que se passa, por exemplo, com
as proposigoes seguintes

Vien yen [z +y = ]
Fyen Vaen [z +y = 2]

onde y é o elemento neutro da adigdo (y = 0).
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corresponde a afirmar que “nao é verdade que exista um ser humano que seja
perfeito” ou, de modo mais coloquial, “ninguém é perfeito”. Isto equivale a
afirmar que “todos os seres humanos sao nao perfeitos (isto é, imperfeitos)”,
o que pode simbolizar-se assim

Vo [ € H = —p(a)]
Tendo em conta que a = (—b) é equivalente a —=(a A b), entao
S (Fz[reHAP)]) Ve nlr e HAP()] &V, v € H= —p(z)]
De modo semelhante, pode verificar-se que
(Ve [z €U = p(a)])

equivale a
3 - [zreld = p(x)] ou I, [-p(x)]

dp [x €eUN—p(z)]

Em resumo, de um modo genérico, tém-se as equivaléncias

(Vo p(z)) < i [-p(z)]
= (3 p(z)) & Vi[-p(o)]

conhecidas por Segundas Leis de Morgan.

Exercicios 1.2.9

1. Traduzir em linguagem simbdlica, escolhendo em cada caso 0s universos apro-
priados, as sequintes afirmagoes:
(a) “Para cada linha [ e cada ponto P ndo pertencente a ! existe uma linha
" que passa por P e é paralela a [.”
(b) “Para cada x no conjunto A existe y no conjunto B tal que f(z) =y.”
(c) “Para todo o x pertencente ao dominio da funcédo f e para todo o e >0
existe 6 > 0 tal que |z — ¢| < 0 implica |f(z) — L| < €.”
(d) “Para cada x em G existe ' em G tal que za’ = ¢”.
(e) “A soma de dois nimeros pares é par.”
2. Indicar em linguagem comum a negac¢do de cada uma das afirmacdes do exer-
cicio anterior.
3. Seja p(z,y) a formula “c 4+ 2 > y” e seja N = {0,1,2,...} o conjunto dos
numeros naturais. Escrever em linguagem comum o significado das expressoes
que se sequem e determinar os seus valores légicos.
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(a) VeeN E|yelN p(xvy)
(b) Jzen Vyen p(z,y)

4. Indicar o significado das proposi¢cdes que se sequem, sendo a quantificacdo
feita sobre IN.

(a) Ve 3y (z <y)
(b) 3y Va (x <y)
(¢) 3oy (2 <y)
(d) Yy 3z (x <)
(e) 3o 3y (& <y)
(f) Ve Yy (z <y)
Dizer qual o valor légico de cada uma delas.

5. Sendo IN o dominio da quantificacao, indicar quais das proposi¢oes que se
sequem sao verdadeiras e quais sao falsas.

(a) Vz3, 2z —y=0)

(b) 3V 2z —y=0)

(C) Vy3e (22 —y=0)

(d) Yo [2<10=V, [y <z =y <9]]
(e) 3,3. (y + 2 = 100)

(f) Yo3y [y >z A (y+ 2 =100)]

Fazer o mesmo exercicio considerando primeiro 7 e depois IR para universos
do discurso.

6. Dada a proposi¢cio A C B,
(a) expressd-la em termos ldgicos,
(b) negar a expressio obtida,

(¢) traduzir em linguagem comum o resultado obtido na alinea anterior (que
equivale a A B).

7. Negar a proposi¢ao “toda a gente tem um parente de quem nao gosta” usando
a simbologia légica.

8. Sendo IR o universo do discurso traduzir em linguagem simbdlica as sequintes
afirmagoes:
(a) A identidade da adigdo € o 0.
(b) Todo o mimero real tem simétrico.
(c) Os nimeros negativos ndo tém raizes quadradas.

(d) Todo o nidmero positivo possui exactamente duas raizes quadradas.

9. Determinar que relacao existe entre as duas proposi¢coes

Jzep [p(®) = q(x)] e Fzep p(x) = Fuep q(z)

Justificar e apresentar exemplos.
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10. Seja M um conjunto e q(x) uma férmula cujo conjunto de verdade em M é
Q, isto é, Q={x € M : q(x)}.
(a) Expressar a proposi¢cao e q(x) em termos de conjuntos.
(b) Formular a negagdo do resultado da alinea (a) em termos de Q.
(¢) Formular o resultado da alinea (b) em termos de Q°.

(d) Interpretar logicamente a alinea (¢c) com uma proposicio que envolva

—q(z).

1.3 Relacgoes e Aplicagoes

1.3.1 Produto cartesiano de conjuntos

Os conjuntos {a,b}, {b,a} e {a,b,a} s@o iguais porque tém os mesmos ele-
mentos; a ordem pela qual se escrevem os elementos é irrelevante, assim
como nao tem qualquer significado que um elemento apareca escrito uma
sO vez ou varias vezes. Em certas situagoes, porém, é necessario distin-
guir conjuntos com os mesmos elementos colocados por ordens diferentes ou
conjuntos nos quais um mesmo elemento aparece mais que uma vez. Tais
situacoes aparecem, por exemplo, em geometria analitica plana onde a cada
ponto do plano se associa o par de nimeros reais (z,y) que sao as suas
coordenadas: (2,3) e (3,2), por exemplo, sdo coordenadas de dois pontos
distintos. Expressoes como estas sao designadas por pares ordenados e,
em termos de conjuntos, podem representar-se da seguinte forma

(2,3) = {{2},{2,3}}
(372) = {{3}7{273}}

(onde a assimetria dos elementos no segundo membro determina qual é o
primeiro elemento e qual é o segundo elemento no primeiro membro). O
caso de de um par ordenado cujos elementos sao iguais reduz-se ao seguinte:

(a,a) = {{a}}

Expressoes do tipo (a,b,c) designam-se por ternos ordenados e, de um
modo geral, expressoes da forma (ai,aq,...,a,) designam-se por n-uplos
ou sequéncias ordenadas de n elementos. Um n-uplo pode definir-se recur-
sivamente por

(al,...,an_l,an) = ((al,...,an_l),an), n > 2

42



sendo (ai,a2) = {{ai},{a1,a2}}. Dois pares ordenados sdo iguais se
tiverem o mesmo primeiro elemento e o mesmo segundo elemento, isto é,

(a,b) = (V) & a=d ANb=1¥

o que decorre imediatamente da definicdo de par ordenado dada acima.
Consideragoes analogas se podem fazer relativamente a igualdade de dois
n-uplos.

Definicao 1.19 Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Chama-se pro-
duto cartesiano de A por B, e representa-se por A X B, ao conjunto de
todos os pares ordenados (a,b) tais que a € A e b € B, ou seja

Ax B = {(a,b):a€ ANb€ B}
No caso particular em que se tem A = B obtém-se o conjunto
A? = {(a,d)) :a,d € A}
designado por quadrado cartesiano de A.

O conceito de produto cartesiano pode ser estendido a mais de dois conjuntos
de modo natural. Assim, sendo A, B e C trés conjuntos quaisquer, o produto
cartesiano de A por B por C, denotado por A x B x C, é o conjunto de
todos os ternos ordenados (z,y,2) onde x € A, y € Be z € C:

AxBxC = {(z,y,2):x € ANyeB A ze(C}

Analogamente, o produto cartesiano de n conjuntos Aj, Ao, ..., Ay, deno-
tado por A7 x Ay X -+ x A, é definido por

Ay xAg x - x Ay, = {(z1,22,...,2n) 121 € Ay Ao € As A .. Ny € Ay}
Se, em particular, se tiver A; = Ay = --- = A,, = A obtém-se

Ay x - x A, = A"
= {(z1,...,2pn) : x; € A para todo i =1,2,...,n}

que ¢é a poténcia cartesiana de ordem n do conjunto A.

Definicao 1.20 Chama-se relagao binaria de A para B a todo o subcon-
junto mao vazio R do produto cartesiano A x B. Se, em particular, for
A = B entdo R diz-se uma relacdo bindria definida em A.
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Exemplo 1.21 Sejam dados os conjuntos
A ={1,2,3} e B = {rs}

Entao

R ={(1,r),(2,5),3,)}

é uma relagao de A para B.

Exemplo 1.22 Sejam A e B conjuntos de ntimeros reais. A relagdo R (de igual-
dade) define-se da seguinte forma

aRb se e s6 se a=1"b
para todo o a € A e todoo b € B.

Exemplo 1.23 Seja dado o conjunto
A = {1,2,3,45} = B
Definindo a relacao R (menor que) em A:
aRb se e s6 se a<b
entao

R = {(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,4),(3,5), (4,5)}

Dada uma relagdao R do conjunto A para o conjunto B chama-se dominio
e contradominio de R, respectivamente, aos conjuntos assim definidos:

D(R) = {z€A:3,[ye BA(z,y) € R]}
I(R) = {yeB:3,[x€ AN (z,y) € R]}

Exemplo 1.24 Seja dado o conjunto A = {a,b,c,d} = B e a relagio R
definida por

R = {(a,a),(a,b),(b,¢),(c,a),(d;c), (c;b)}

Entao,
R(a) = {a,b}
R(b) = {c}
D(R) = {a,bc,d} = A
I(R) = {a,b,c}
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1.3.1.1 Representacao de relagoes

Apresentar-se-a20 dois modos distintos para representar relagoes, um de tipo
algébrico e outro de tipo geométrico. Cada um deles tem vantagens e desvan-
tagens em relacao ao outro, tudo dependendo da aplicagao particular a que
se destinam.

Matriz de uma relagao. Sejam A = {ay,az,...,am}, B ={b1,ba,..., by}
dois conjuntos finitos com m e n elementos respectivamente. Uma relagao
R de A para B pode representar-se por uma matriz R = [Tij]lgigm;lgjgn
cujos elementos sao definidos por

1 se (a;,b;) €R
"= 0 se (ai,bj) € R

A matriz R tem m = card(A) linhas e n = card(B) colunas.

Exemplo 1.25 Dados os conjuntos A = {1,2,3} e B = {r,s} considere-se a
relagdo de A para B

R = {(1,T>, (27 S)’ (377“)}

Determinar a matriz de R.
Resolugao: Tomando A para definir os indices de linha e B para definir os indices
de coluna, vem
1 0
R=|0 1
10
Reciprocamente, dados dois conjuntos A e B de cardinalidades m e n,

respectivamente, uma matriz de m xn cujos elementos sao 0’s e 1’s determina
sempre uma relacao de A para B.

Exemplo 1.26 A matriz
1 0 0 1
R=]101 10
1 0 1 0

tem 3 linhas e 4 colunas. Fazendo A = {aj,a2,a3} e B = {b1,ba,b3,b4}, aquela
matriz pode representar a relacdo de A para B definida por

R = {(a1,b1), (a1,b4), (az,b2), (az,b3), (a3, b1), (a3, b3)}
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Digrafo de uma relagao. Seja dado um conjunto X no qual se encon-
tra definida uma relacao R. Esta relagao pode representar-se graficamente
por um diagrama com pontos que sao os elementos do conjunto X e arcos
orientados que ligam dois vértices x;,2; (com a orientacdo de z; para z;)
sempre que se tenha (z;,z;) € R. A tal representacdo di-se o nome de
grafo orientado ou, mais simplesmente, digrafo.®

Exemplo 1.27 Seja dado o conjunto X = {1, 2, x3, 24, x5, T, 27} € a relagio
R definida sobre X por

R = {($1, 1‘2), (3717‘%'4)7 (1‘1,.%'5), (.172,.%‘1)7 (1'271‘3)7 (1‘37335),
(w4, 74), (24, 25), (T4, %6), (T4, 27), (25, 24), (T5, T5),

(w6, 3), (w6, 6), (T6,27)}

A representagdo gréafica de R sobre X toma, neste caso, a forma

/\
\/"\O/

1.3.2 Particoes e relagcoes de equivaléncia

Tr

Seja A um conjunto nao vazio. Chama-se particao de A a uma familia Py
de subconjuntos nao vazios de A tais que:

1. Cada elemento de A pertence a um e um sé conjunto de
Py.

2. Se A; e A, forem dois elementos distintos da particao Py
entao A1 N Ay = 0.

Os elementos de Py sao designados por blocos ou células da particao.

8Do inglés “directed graph”.
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Exemplo 1.28 Seja dado o seguinte conjunto
A = {a,b,c,d,e, f,g,h}
e considerem-se os seguintes subconjuntos de A:
A1 = {a,b,e,d}, Ay = {a,c,e, f,g,h},

A3 = {a,c,e,g}, A4 = {b7d}7 A5 = {f’ h}

Entao {A1, A2} ndo é uma parti¢ao de A visto que A1 N Ay # O; {A;, A5} também
nao é uma partigao visto que e € Ay e e & As. A familia Py = {As, A4, A5} é uma
particao de A.

Definicao 1.29 Seja A um conjunto ndo vazio e R uma relagdo bindria
definida em A. A relagio R C A? dir-se-d uma relagao de equivaléncia
em A se satisfizer as sequintes propriedades:

(a) reflexividade: V, [a € A = aRa],

(b) simetria: V,pca [aRb = bRa]

(c) transitividade: Y, cca [[aRb A DRc] = aRc]

Sendo A um conjunto e R C A? uma relacao de equivaléncia chama-se classe
de equivaléncia que contém o elemento a € A ao conjunto, denotado
geralmente por [a], definido por

[a] = {x € A: (z,a) € R},
onde o elemento a € A se diz representante da classe.

Teorema 1.30 Seja R uma relagao de equivaléncia definida num conjunto
A. Entdo:

(1) cada elemento de A pertence a sua classe de equivaléncia,
isto €, a € [a], qualquer que seja a € A;

(2) a reunido de todas as classes de equivaléncia é o conjunto
A, isto €, Ugeala] = A;

(3) dados dois elementos a,b € A ter-se-d aRb quando e sd
quando a e b pertencerem a mesma classe de equivaléncia,
isto €,

Vasen [aRb < [a] = [b] )
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(4) as classes de equivaléncia de dois elementos a,b de A para
as quais € falsa a proposicio “aRb” sao disjuntas, isto é,

Vapea [2(aRb) = [a]N[b] = D]

Demonstracao: (1) Seja a € A. J4 que R C A2 é uma relagdo reflexiva entdo
aRa é uma proposi¢ao verdadeira e, portanto, a € [a].

(2) Decorre imediatamente de (1).

(3) Sejam a,b € A. Se [a] = [b] entdo a € [a] = [b], donde, aRb. Reciprocamente,
suponha-se que se tem aRb. Entdo se © € [a] tem-se 2Ra e, portanto, atendendo &
transitividade de R serd também zRb o que significa que = € [b]. Isto é, qualquer
que seja x € A, se x € [a] tem-se também que = € [b]; de modo semelhante (usando
adicionalmente a simetria da relacdo R) se prova que qualquer que seja x € A se
x € [b] entdo serd necessariamente x € [a]. Consequentemente [a] = [b].

(4) Equivale a provar que se [a] N [b] # @ entdo aRb é uma proposigio verdadeira.
Ora se existir z € A tal que z € [a] e x € [b] entdo tem-se que zRa e xRb, donde,
por simetria e transitividade, se tem também aRb, como se pretendia mostrar. O

Definicao 1.31 Seja A um conjunto e R uma relagdo de equivaléncia em
A. Chama-se conjunto quociente de A por R, e denota-se por A/R, ao
conjunto de todas as classes de equivaléncia determinadas em A por R,

A/R = {[a] :a € A}

Uma relagdo de equivaléncia num conjunto nao vazio A origina uma
particdo desse conjunto em classes de equivaléncia que sao os blocos da
particao obtida. Reciprocamente,

Teorema 1.32 Seja P uma particio de um conjunto ndo vazio A e R a
relacdo definida em A por

aRb < a e b pertencem ao mesmo bloco de P
Entao R € uma relacdo de equivaléncia.

Demonstragao: (a) E claro que se a € A entdo aRa (o elemento a estds no
mesmo bloco dele préprio).

(b) Se aRb entdo a e b estdo no mesmo bloco e, portanto, bRa.

(c) Se aRb e bRe, entdo a,b e ¢ estdo no mesmo bloco. Logo aRe

Visto que R é reflexiva, simétrica e transitiva entdo é uma relagdo de equivaléncia,
designada relacao de equivaléncia determinada pela particao P. |
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Exemplo 1.33 Seja dado o conjunto A = {1,2,3,4} e considere-se a parti¢ao
P ={{1,2,3},{4}}. Determinar a relagao de equivaléncia determinada em A pela
particao P.

Resolucao: Visto que os blocos de P séo {1,2,3} e {4}, entao

R = {(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3,3), (4, 4)}

é a relagao de equivaléncia induzida em A pela particao P.

1.3.3 Relacgoes de ordem

Seja A um conjunto ndo vazio e R C A% uma relacio bindria qualquer
definida em A. Para indicar que o par ordenado (a,b) € A? pertence &
relacdo R escreve-se também frequentemente aRb, ou seja,

aRb < (a,b) e R
quaisquer que sejam a,b € A.

Exemplo 1.34 Se A = {0,1,2,3,4,5} C IN e R for a relagio < usual em I,
entao

< = {(0’ 0)7 (0’ 1)) (07 2)7 (0’ 3)7 (074)7 (07 5)7
(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),
(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(3,3),(3,4),(1,5), (4,4), (4,5), (5,5)}

e escreve-se
a<b < (a,b)e<

quaisquer que sejam a,b € A.

Definicao 1.35 Chama-se relagao de ordem definida no conjunto A a
uma relag¢do bindria R C A% com as sequintes propriedades:

(1) reflexividade: Y, [a € A = aRa],
(2) anti-simetria: V,pca [[aRb A bRa] = a=b]
(3) transitividade: Vg pcca [[aRb A BRc] = aRc]
Se, adicionalmente, R satisfizer a proposi¢do
(4) dicotomia: V. [a,b€ A = [aRbV bRa]]
dir-se-d uma relagao de ordem total. Se R ndo for uma relacdo de ordem

total também se designa, por vezes, relacdo de ordem parcial.
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Exemplo 1.36

1. Seja A uma familia de conjuntos. A relacdo em A definida por “A é um
subconjunto de B” é uma ordem parcial.

2. Seja A um subconjunto qualquer de nimeros reais. A relagio < em A é uma
relagao de ordem total — é a chamada ordem natural.

3. A relacdo R definida em IN por “cRy se e sé se x é maltiplo de y” é uma
relagao de ordem parcial em IN.

Definicao 1.37 Seja R uma relagao de ordem definida em A; a relagdo
R* C A? definida por

Vapea [aR*D & [aRbAa #b]] (1.12)
diz-se uma relagao de ordem estrita definida em A.

Definigao 1.38 Chama-se conjunto ordenado a um par ordenado (A, R)
onde A € um congunto nao vazio e R € uma relagdo de ordem (parcial ou
total) em A.

Se, para a,b € A se tiver aRb dir-se-4 que b domina a ou que a precede b.
Seja R uma relacao de ordem num conjunto A. Entao a relagao inversa
R, definida por
aR7'b < bRa

quaisquer que sejam os elementos a,b € A, é também uma relacdo de ordem
(verificar!). As ordens parciais mais familiares sao as relagoes < ou > em
Z ou IR (que s@o inversas uma da outra). Por isso, muitas vezes se denota
um conjunto ordenado simplesmente por

(4,<) ou (4,2)

embora as ordens < ou > possam nao corresponder as relacoes usuais em
7Z ou IR denotadas por aqueles simbolos.

Elementos extremais de um conjunto ordenado. Sendo (A4,<) um
conjunto (total ou parcialmente) ordenado dé-se o nome de maximo de A
ao elemento de a € A, se existir, tal que

VelzeA = z<a]

ou seja, a é o maximo de A se dominar todos os outros elementos de A.
Note-se que se a ordem < nao for total pode acontecer que nao exista um
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elemento a € A comparavel com todos os elementos € A nos termos acima,
indicados: neste caso A ndo possuird maximo.
Um elemento a € A diz-se maximal de (A4, <) se se verificar a condi¢ao

Veea [a <z = x=a]
ou, equivalentemente,
“Jreala<z Az #al

Isto é, a € A é um elemento maximal de (4, <) se nao existir nenhum outro
elemento em A que o domine estritamente.

De modo semelhante, chama-se minimo de A ao elemento b € A, se
existir, que satisfaz a condigao

Vylz€e A= b<uz]

ou seja, b é o minimo de A se preceder todos os outros elementos de A. Tal
como no caso anterior um conjunto ordenado pode nao possuir minimo.
Um elemento b € A diz-se minimal se se verificar a condigao

Voea [ <b = z=0]
ou, equivalentemente,
—dzea [‘/Egb = m#b]

Isto é, b € A é um elemento minimal de (A, <) se ndo existir nenhum outro
elemento em A que o preceda estritamente.

Exemplo 1.39 (Diagramas de Hasse.) Seja A um conjunto finito com uma
ordem parcial < e considere-se o digrafo desta relagao. Visto que < é uma relagao
de ordem entao é reflexiva e, portanto, em todos os vértices aparecera um lacete.
Para simplificar o diagrama neste caso suprimam-se todos os lacetes. Eliminando
também todos os arcos que se obtém por transitividade o digrafo resultante é o que
se designa por diagrama de Hasse correspondente a ordem parcial <.

1. Seja A = {2,3,4,6,8,12} e defina-se a relagdo < pondo “z <y se e sd se x
divide y”. Entao 2 e 3 sao elementos minimais e 8 e 12 sao elementos maximais.
O conjunto ordenado (A, <) nao possui minimo nem mdaximo. Esta situacao
pode representar-se pelo diagrama de Hasse
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2. Seja agora B ={1,2,3,4,6,8,12,24} (= AU{1,24}) com a ordem < tal como
foi definida no exemplo anterior. Entdo 1 é o minimo de B e 24 é o maximo
de B. 1 é o tnico elemento minimal de B e 24 é o Unico elemento maximal
de B. O diagrama de Hasse agora tem o seguinte aspecto:

24

—_

3. Seja C' = {1,2,3} e considere-se o conjunto D das partes préprias de C
ordenado pela relagio C. Entdo @ é o minimo de D e ha trés elementos
maximais, {2,3}, {3,1} e {1,2}.

{2,3} {3,1} {1,2}

{1} {3}



Contra-exemplo 1.40 O conjunto A = {z € IR : 0 < z < 1} ndo possui
maximo nem minimo nem possui elementos maximais nem minimais.

Teorema 1.41 Seja A um conjunto ordenado pela relagao de ordem (parcial
ou total) <. Sea € A € mdzximo entao a é um elemento mazximal e € o Unico
elemento maximal de A. Seb € A € minimo entdo b € um elemento minimal
e € o unico elemento minimal de A.

Demonstragao: Seja a o maximo de A e seja x € A tal que a < z. Pela defini¢ao
de maximo de A tem-se também x < a e, portanto, pela antisimetria da relagao <
obter-se-4 x = a, o que mostra que a é um elemento maximal de A.

Para provar que aquele elemento maximal é tinico suponha-se agora que a’ é
outro elemento maximal. Visto que a é, por hipdtese, o maximo de A entao ter-
se-4 @’ < a o que, pela definicdo de elemento maximal, implica que seja a = d’.
Consequentemente, nao pode haver outro elemento maximal.

A demonstragdo para o caso do minimo é semelhante, sugerindo-se que seja
feita a titulo de exercicio. a

Definigao 1.42 Seja (A, <) um conjunto ordenado. Chama-se cadeia de
A a um subconjunto de A que € totalmente ordenado por <.

No exemplo 1 acima, o conjunto {2,4, 12} é uma cadeia; no exemplo 2, o con-
junto {1,2,6, 12,24} é uma cadeia e no exemplo 3, o conjunto {0, {1},{1,2}}
é uma cadeia.

Definicao 1.43 Seja A um conjunto totalmente ordenado pela relagio <.
Dir-se-da que < € uma boa ordem ou que A € bem ordenado por < se
todo o subconjunto ndo vazio de A possuir minimo.

O exemplo tipico de um conjunto bem ordenado é dado por IN provido com
a relacao de ordem < usual, enquanto que Z com a ordenacao usual nao é
bem ordenado. Por razées andlogas também  ou IR com as suas ordenagoes
usuais também nao sao conjuntos bem ordenados.

Exercicios 1.3.1

1. Sendo o par ordenado (a,b) definido em termos de conjuntos por (a,b) =
{{a},{a,b}} mostrar que se verifica a sequinte equivaléncia:

(a,b) = (¢,d) & [a=cAb=d]
quaisquer que sejam os pares ordenados (a,b) e (c,d).

2. Sejam dados os conjuntos A ={a,b,c}, B={1,2} e C ={4,5,6}.
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(a) Descrever em extensao os conjuntos A X B, Bx A e Ax C.

(b) Dar exemplos de rela¢ées de A para B e de B para A com quatro ele-
mentos.

(¢) Dar um exemplo de uma relagao simétrica em C com trés elementos.

. Seja A ={1,2,3}. Para cada uma das relagoes R indicadas a sequir, deter-
minar os elementos de R, o dominio e o contradominio de R e, finalmente,
indicar as propriedades que possut R.

(a) R € a relagao < em A.

(b) R € a relacao > em A.

(c) R é a relagio C em P(A).

. Sejam A, B,C e D conjuntos dados. Provar ou dar contra-exemplos para as
segquintes conjecturas:

(a) Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C)

(b)) Ax (BNC)=(AxB)N(AxC)

(c) (AxB)N(A*x B)=0

(d) [ACBACCD]|=AxCCBxD

(e) AU(BxC)=(AUB)x (AUC(C)

(f) AN(BxC)=(ANB)x (ANC)

(9) (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND)

(h) Ax (B\C)=(Ax B)\(4Ax()

. Sejam A e B dois conjuntos e R e S duas relagdes de A para B. Mostrar que

(a) D(RUS)=D(R)uD(S)

(b) D(RNS) C D(R)ND(S) e dar um exemplo para mostrar que a igualdade
nao se verifica necessariamente.

(c) IRUS) =I(R) UI(S)
(d) IRNS) CI(R)NI(S) e dar um exemplo para mostrar que a igualdade
nao se verifica necessariamente.

. Seja R uma relagdo num conjunto ndo vazio A. Sendo x € A define-se a
classe-R de x, denotada por [x],, por

). = {y € A:yRa}
(a) Sendo A =1{1,2,3,4} e
R = {(1,2),(1,3),(2,1),(1,1),(2,3), (4,2)}

determinar [1],, [2], [Bl. € [4]x-
(b) Mostrar que R € reflexiva se e s6 se Vyea [v € [2],].
(c) Mostrar que R € simétrica se e sd se

vz,yEA [LL' € [y]R =yec [x]R]
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10.

11.

12.

18.

14.

(d) Mostrar que Vyea [[z], # O < I(R) = A].
(e) Suponha-se que D(R) = A e R € simétrica e transitiva. Mostrar que

Vayea [zl C [yl = 2Ry]

Mostrar ainda que Vg yea [[2], C [yl = [zl = [yl:]-
(f) Suponha-se que R é simétrica e transitiva. Mostrar que

v%yeA Hx]n n [y]n #0 = [x]n = [y}n]

Seja R uma relagao de A para B e S uma relagao de B para C. FEntdo a
relagao composta SoR ¢ a relacdo constituida por todos os pares ordenados
(a,c) tais que (a,b) € R e (b,c) € S. Sendo A ={p,q,r,s}, B={a,b}, C =

{1a27374}7 R = {(p,a)7(p,b),(q,b),(r,a),(s,a)} eS = {(avl)v(aaQ)v(bv4)}
determinar S o R.

Seja R uma relag¢do de A para B. Chama-se relagao inversa R~! de B para
A ao congunto de pares ordenados da forma (b,a) com (a,b) € R. Mostrar
que uma relacdo R num conjunto é simétrica se e s6 se R = R~1.

Mostrar que uma relacdo num conjunto € refleriva se e s se a sua inversa
for reflexiva.

Seja R a relagdo no conjunto A ={1,2,3,4,5,6,7} definida por
(a,b) e R & (a—1b) é divisivel por 4

Determinar R e R™1.
Seja R a relagdo definida em INy por

(a,b) € R & b € divisivel por a
Estudar R quanto a reflexividade, simetria, antisimetria e transitividade.
Quais das relagoes que se sequem sao equivaléncias?
(a) {(1’1)7(272)7(373)’ (474)7(1’3)7(37 1)}
(b) {(1,2),(2,2),(3,3),(4,4)}
(c) {(1,1),(2,2),(1,2),(2,1),(3,3), (4,4)}
Seja R ={(z,y) : x,y € Z e x—y € inteiro}. Mostrar que R € uma relagao
de equivaléncia em 7.
Seja A =1{2,3,4,5,...} um conjunto ordenado pela relagao “x divide y. De-
terminar todos os elementos minimais e todos os elementos mazximais.

1.3.4 Funcoes

Definicao 1.44 Seja f C A X B uma rela¢do de A para B. Se, para todo
ox € A existirum e um s6 y € B tal que (z,y) € f dir-se-d que f é uma

55



aplicagao (ou funcao) de A em B; para significar que f € uma aplica¢ao
de A em B costuma escrever-se

f:A— B

e, neste caso, escreve-se y = f(x), dizendo-se que y € B é a imagem por
fdexe A

Dada uma aplicacdo f : A — B, ao conjunto A também se dd o nome de
dominio de f e com este significado representa-se por D(f) = Dy (ou, mais
simplesmente, por D).

Exemplo 1.45 Como exemplos de algumas relagoes que sao fungdes e outras que
0 nao sao, considere-se

A = {1,2,3,4}

B = {1,2,374,5}

I = {(172)’(2’3)7(3’4)5(475)}

g = {(172)7(133)7(2’4)5(375)’(4a5)}
h = {(171)7(252)7(373)}

Entao f, g e h s@o relagoes de A para B mas apenas f é uma funcao definida em
A; g e h nao sao fungdes definidas em A a primeira porque tanto (1,2) como (1, 3)
s@o elementos de g e a segunda porque D(h) = {1,2,3} # A. A fungédo f é particu-
larmente simples, podendo ser descrita pela férmula f(z) = 2+ 1 qualquer que seja
z € A. Embora a maior parte das fungoes normalmente consideradas nas disciplinas
de Célculo sejam dadas de forma semelhante, em geral, ndo se podem especificar
as fungoes deste modo; de facto, a maioria das fungdes que se podem definir nao
podem ser descritas de forma tao simples a custa de uma férmula algébrica.

O conjunto

I(f)=f(A) ={yeB: [T [z Ary=[f(2)]]}

designa-se por contradominio da aplicagao f. Se f(A) = B dir-se-4 que f é
uma aplicagao sobrejectiva (ou aplicagao sobre B); a aplicagao f : A — B
diz-se injectiva (ou univoca) se cada elemento de f(A) for imagem de um
s6 elemento de A, isto é, f é injectiva se e sé se

Vou [2,2" € A= [2# 2 = f(z) # f(@)]]

o que significa que elementos distintos de A tém necessariamente imagens por
f diferentes em f(A) C B. Se a aplicagdo f : A — B for simultaneamente
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injectiva e sobrejectiva traduzir-se-a o facto dizendo que f é uma aplicagao
bijectiva.

Do que atras ficou dito resulta que duas aplicacoes f, g sao iguais, escre-
vendo-se entao f = g, se e 86 se forem satisfeitas as duas condi¢Oes seguintes

(1) Dy = D, =D;
(2) Vo [z €D = f(z) = g(x) ].

Sejam A, B, C' trés conjuntos nao vazios e f: A — Beg: B— C duas
aplicagoes de A em B e B em C, respectivamente. Chama-se aplicagao
composta de g com f a aplicacao

gof:A — C

definida por A 3 = ~ go f(x) = ¢g(f(z)) € C. A composicao goza de
algumas propriedades importantes das quais se destacam as seguintes:

Teorema 1.46 A composicao de aplicacoes € associativa.

Demonstragao: Dadas as aplicagoes f: A — B,g: B— Ceh:C — D terd de
mostrar-se que sao iguais as aplicagoes (hog)of e ho(gof).

(1) A aplicagdo (hog)o f tem o mesmo dominio que a aplicagdo f que é o
conjunto A; a aplicagdo ho(gof) tem o mesmo dominio que gof que, por seu turno,
tem por dominio o dominio de f ou seja o conjunto A. Ambas as aplicacbes tém
portanto o mesmo dominio.

(2) Seja x € A qualquer. Entao

[(hog)o fl(x) 7o g](f ()
= hlg(f(x)] = hl(go f)@)] = [ho(ge fl(z)

0 que mostra que

Vo [ € A= [(hog)ofl(x) = [ho(gof)l(z)]

De (1) e (2) resulta a igualdade pretendida. 0

Definigao 1.47 Dado um conjunto A chama-se aplicagao identidade em
A a aplicagao id, : A — A definida por

id,(z) = =

qualquer que seja x € A.
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Teorema 1.48 Sendo f : A — B uma aplicagao arbitrdria entao id,of = f
e foid, = f.

Demonstracao: Por defini¢ao de composigao de aplicacoes o dominio de idg o f
é igual ao dominio de f. Por outro lado, para = qualquer, pertencente ao dominio
de f, tendo em conta a definicao da aplicacao identidade, vem

(idpo f)(z) = idp(f(z)) = f(x)
Consequentemente, idg o f = f. Analogamente se provaria que foids = f. a

Seja a aplicacao f : A — B e F uma parte de A. Chama-se imagem de
E por f e representa-se por f(E) ao conjunto assim definido

f(E) ={yeB:[F[zreEAy=[f(r)]}

podendo também escrever-se
f(E) = {f(x)eB:xz € FE}

Se F' for uma parte de B, chama-se imagem reciproca ou inversa de F' e
representa-se por f~!(F) ao conjunto assim definido

fUF) = {zeA: [JyyeF ny=[f2)]}
podendo também escrever-se equivalentemente
fUF) = {z€A: f(x) e F}

Teorema 1.49 Se f : A — B for uma aplicagdo bijectiva a correspondéncia
reciproca, que a cada y € B associa f~'(y), o tnico elemento do conjunto
f~Y{y}), € uma aplicacdo bijectiva e fo f~! =id,, f~Lo f=id,.

Demonstragao: (1) Antes de mais terd de mostrar-se que a correspondéncia
reciproca define, de facto, uma aplicagao. Como f : A — B é uma bijecgao entao
todo o elemento y € B é imagem por f de um e um sé elemento x € A. Conse-
quentemente tem-se que

Vyep Juea (2= ()]

o que mostra ser f~!: B — A uma aplicacdo.

(2) Visto que todo o elemento de A é imagem por f~! de pelo menos um
elemento de B a aplicacio f~! é sobrejectiva. Sejam agora ¥,y dois elementos
quaisquer de B. Suponha-se que se tem f~!(y;) = f~1(y2) e que x1, 75 sdo as
pré-imagens por f de y; e ya, isto é, que #1 = f~1(y1) e w2 = f~1(y2). Entdo
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y1 = f(z1) e yo = f(x2) e como z1 = x9, atendendo a que f é uma aplicacdo,
tem-se que y; = y2, 0 que mostra ser f~ ! injectiva. Logo f~! é bijectiva como se
afirmou.

(3) Como f: A — B é uma bijeccao entdo quaisquer que sejam z € Ae y € B,
y = f(x) é equivalente a x = f~1(y) donde vem (f o f_l) (y) = f(x) =y, Yyep €
(f_l o f) (r) = f~1(y) = x, Voea 0 que prova a terceira parte do teorema. a

A aplicacdo f~! : B — A definida nos termos do Teorema 1.49 é chamada,
aplicacao inversa ou reciproca de f: A — B.

Exercicios 1.3.2
. Seja A={1,2,3,4,5,6} e f : A — A a fun¢do definida por

x4+l sex #6

)= { 1 sex =26
(a) Determinar f(3), f(6), f o f(3) e f(f(2)).
(b) Determinar a pré-imagem de 2 e 1.
(¢) Mostrar que f é injectiva.
. Mostrar que a funcio f : R — IR dada por f(z) = x3 € injectiva e sobrejectiva
enquanto que a fungdo g : IR — R dada por g(x) = x?> — 1 ndo € injectiva nem
sobrejectiva.

. Seja R uma relacdo de equivaléncia num conjunto nao vazio A. Define-se uma
relagdo o de A para A/R pondo

a = {(z,[2]) :x € A}

(a) Mostrar que a € uma fun¢do definida em A.
(b) Mostrar que « € sobrejectiva.
(¢) Em que condigdes serd o injectiva?

. Seja dada a funcio f: A — A que se sabe ser uma relacdo de equivaléncia. Que
mais se pode dizer relativamente a f ¢

. Seja f: IR — R a fungdo definida por f(x) = senzx.

(a) Mostrar que f nao € injectiva.

(b) Mostrar que a restri¢do de f ao intervalo [—7/2,7/2] é uma funcdo injectiva.
2

. Seja IR o conjunto dos nimeros reais e f : R — IR a fungao definida por f(x) = x*.

(a) Qual é o dominio, o conjunto dos valores e o contradominio de f?
(b) Serd f injectiva?
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10.

11.

12.

13.

1.

(c) Serd f sobrejectiva?
(d) Determinar o conjunto das pré-imagens de 4.
(e) Determinar a imagem reciproca do congunto {t:1 <t < 4}.

Sendo IR o conjunto dos numeros reais explicar porque € que as funcoes definidas

por
1

@) = = e g(e) = V&

ndo sio fungoes de R em IR.

Sendo IN o conjunto dos numeros naturais e f : IN — IN a funcao definida por
f(n) = 2n+5

mostrar que f € injectiva e determinar a funcdo inversa. Serd f sobrejectiva? E a

fungdo inversa serd sobrejectiva?

Seja f : R — R definida por f(x) = 2% — 4. Determinar as imagens dos sequintes
conjuntos

(a) {—4,4,5}
(b) {4,5}
(c) {t:teIRALt>0}
Dar um exemplo de uma func¢do real de varidvel real tal que
(a) seja injectiva e sobrejectiva,

(b) mao seja injectiva nem sobrejectiva.

Seja X = {p,q,r}, Y = {a,b,c,d} e Z ={1,2,3,4} e sejam g : X — Y definida
pelo conjunto dos pares ordenados {(p,a),(q,b),(r,c)} e f Y — Z definida pelo
congunto de pares ordenados {(a,1),(b,1),(c,2),(d,3)}. Escrever a fungdo com-
posta f og sob a forma de um conjunto de pares ordenados.

Sendo A = {p,q,r} e f: A — A definida por f(p) =q, f(¢) =p e f(r)=q. Dar a

fungao f o f sob a forma de um conjunto de pares ordenados.

Seja A e f como no problema anterior. Definir

g=fofo--of (nvezes)

Descrever g como um conjunto de pares ordenados quando n é par e quando n é
impar.

Sejam f: B — C eg: A— B. Mostrar que

a) se f e g sdo injectivas entdo f o g € injectiva.
g ) g )

(b) se f e g sao sobrejectivas entdo f o g € sobrejectiva.
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15.

16.

17.

18.

19.

(¢) suponha-se que f o g € injectiva. Serd f necessariamente injectiva? Serd g
necessariamente injectiva?

(d) suponha-se que fog € sobrejectiva. Serd f necessariamente sobrejectiva? Serd
g necessariamente sobrejectiva?

Se f(x) =ax+beglx) =cx+de fog=gof, determinar uma equagcio que
relacione as constantes a, b, c,d.

Seja f: X =Y e suponha-se que A e B sdo subconjuntos de X. Mostrar que

(a) f(AUB) = f(A)U f(B)

(b) f(ANB) C f(A)N f(B)
Nas condigdes do problema anterior, mostrar que se [ for injectiva entdo f(ANB) =
fLA)NF(B).

Seja f : A — B onde A e B sdo conjuntos finitos com a mesma cardinalidade.
Mostrar que f € injectiva se e so se for sobrejectiva.

Seja A um subconjunto do conjunto universal U. A funcdo

fo:U—{0,1}
definida por
1 sex €A
fA(x)_{O sex & A

chama-se fungao caracteristica do conjunto A.

Sejam A e B dois subconjuntos de U. Mostrar que para todo o x € U

(a) fins (@) = fi(2) - f5(2)

(b) fun(@) = fa(w) + f5(2) = fa(2) - f5 (2)

(¢c) fulx) + fie(x) =1

(d) f. (z) BfA( x) + fy(x) = 2f, () - f,(x) onde C designa a diferenga simétrica

1.4 Algebras de Boole

Se se observarem bem as propriedades das operagoes com conjuntos e as
propriedades das operacoes logicas do cédlculo proposicional, chegar-se-a a
conclusao de que, sob um ponto de vista formal, elas sao muito semelhantes.
(Recordar, por exemplo, a distributividade das operacgoes U, N e a distribu-
tividade das operacoes V, A ou as leis de Morgan relativas as operagoes U, N
e as leis de Morgan relativas as operacoes V,A.) Este facto mostra que a
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algebra dos conjuntos e o calculo proposicional tém uma estrutura algébrica
idéntica, constituindo dois exemplos tipicos do que se designa por algebras
de Boole ou dlgebras booleanas.

Comecgar-se-4 por definir o que se entende por algebra de Boole abstracta,
podendo depois verificar-se como esta estrutura é comum tanto a teoria dos
conjuntos como a légica proposicional.

1.4.1 Operacgoes booleanas fundamentais

Seja B um conjunto nao vazio. Chama-se operagao unaria definida sobre
B a uma regra que a cada elemento x € B faz corresponder um elemento
y € B que é tnico. Denotar-se-a esta operagao por um tracgo sobre a letra
que designa o elemento sob consideracdo. Assim y = Z. No caso da teoria
dos conjuntos a operacao de complementacao, que a cada conjunto A associa
o seu complementar A€, é uma operagao unéria; no célculo proposicional a
negacao de uma proposi¢ao, que a cada proposi¢ao p faz corresponder a
proposicao —p, é uma operagao undria.

Designa-se por operacgao binaria definida sobre B a toda a corres-
pondéncia que a cada par de elementos a,b, por esta ordem, faz corres-
ponder um elemento tnico ¢ de B. A reunido e interseccdo de conjuntos
sao exemplos de operagoes binarias na teoria dos conjuntos; a conjuncao e
a disjuncao sao exemplos de operagoes bindrias no calculo proposicional.

Numa algebra booleana abstracta representam-se geralmente por + e -
(ou simples justaposicao) as duas operacoes bindrias que intervém na sua
definigao.

Definicao 1.50 Chama-se algebra booleana B ¢ estrutura matemdtica
constituida por um conjunto nao vazio B no qual se definem uma operacao
undria e duas operacoes bindrias que obedecem aos segquintes ariomas:

B1 as operacoes bindrias sdo comutativas, isto €, para a,b € B
quaisquer
a+b=b+a e a-b=">b-a

B2 as operacées bindrias sdo associativas, isto €, quaisquer que
sejam a,b,c € B,

a+(b+c) = (a+b)+c = a+b+c e a-(b-c) = (a-b)-c = abe

B3 as operagdes bindrias sao distributivas uma em relagdo a
outra, ou seja, para a,b,c € B quaisquer

a+(b-c)=(a+b)-(a+c) e a-(b+c¢c)=a-b+a-c
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B4 existem dois elementos 0,1 € B (o0 zero e a unidade) tais
que 0 # 1 e para todo o a € B,

a+0=a e a-1=a
B5 para todo o a € B existe a € B tal que

ata=1 e a-a=0

A familia de todos os subconjuntos de um universo I com as operagoes
de reuniao, interseccao e complementagao constitui uma algebra booleana na
qual U é o elemento unidade e @ é o zero. A familia de todas as proposigoes
compostas formadas a partir de n proposicoes simples, com as operagoes
de disjuncao, conjuncao e negacao, constitui uma &dlgebra de Boole. Nesta
algebra a unidade é a proposicao universalmente verdadeira enquanto que
0 zero é a proposicdo universalmente falsa. Qualquer resultado provado
numa algebra booleana abstracta tem a sua interpretacao quer em teoria de
conjuntos quer no calculo proposicional.

Exemplo 1.51 (Soma e produto booleanos.) Seja B = {0,1} um con-
junto no qual se definem duas operacoes da forma sequinte:

+]1 0 ~l1 0 ala
1]1 1 1110 110
0|1 0 00 0 0] 1

O terno B = (B,+,), com a complementacio tal qual estd indicada na dltima
tabela, constitui uma dlgebra booleana.

Antes de estabelecer algumas propriedades das algebras de Boole consi-
dere-se o conceito de dualidade. Por definicao, o dual de qualquer proposicao
numa algebra booleana é a proposicao que se obtém por substituicao na
primeira da operagao + pela operacao - e da constante 1 pela constante 0.

Teorema 1.52 (Principio de Dualidade) O dual de qualquer teorema
numa dlgebra de Boole € também um teorema.

O principio de dualidade verifica-se em qualquer dlgebra de Boole. Cada
axioma da defini¢ao de algebra de Boole tem duas partes e a tnica diferenca
entre estas duas partes é o papel desempenhado pelas operagoes + e - que
estao trocados bem assim como o papel desempenhado pelas constantes 1
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e 0 que estao também trocados. Assim, numa &dlgebra de Boole, qualquer
teorema que envolva as operacoes bindrias tem sempre duas partes, cada
uma das quais é dual da outra. Nas demonstracoes de teoremas deste tipo
que se seguem ¢ suficiente provar uma (qualquer) das suas partes; a outra
aparece por dualidade.

Exercicios 1.4.1

1. FEscrever as expressoes duais das sequintes erpressoes numa dlgebra booleana
(a) xyZzZ + xyz
(b) x(T+y)

2. Escrever as igualdades duais das sequintes igualdades numa dlgebra booleana
(a) x+ay==x
(b) ej+y=a+y

Teorema 1.53 (Leis da idempoténcia.) Para todo o a € B

at+a=a € a-a=a

Demonstracgao:

(a) a+a = (a+a)-1 por B4
= (a+a) (a+a) por B5
= a+(a-a) por B3
= a+40 por B5
= a por B4

(b) a-a = (a-a)+0 por B4
= (a-a)+(a-a) por B5
= a-(a+a) por B3
= a-1 por B5
= a por B4

Teorema 1.54 (Leis das identidades.) Para todo o a € B

a+1=1¢e¢e a-0=0
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Demonstracao:

(a) a+1 = 1(a+1) por B4
= (a+a) (a+1) por B5
= a+(a-1) por B3
= a-+a por B4
= 1 por B5

(b) a-0 = (a-0)4+0 por B4
= (a-0)+(a-a) por B5
= a-(0+a) por B3
= a-a por B4
= 0 por B5

Teorema 1.55 (Leis de absorgao.) Quaisquer que sejam a,b € B

a+(a-b)=a, a-(a+b)=a

Demonstragao:
(a) a+(a-b) = (a-1)+(a-d) por B4
= a-(1+b) por B3
= a-1 pelo teorema 1.54
= a por B4

(b) A segunda propriedade obtém-se por dualidade.

Teorema 1.56 (Involucao.) Para todo o elemento a € B

(@) =a

Demonstragao: (a) Seja b € B qualquer. Entao por B5
b+b=1¢€ b-b=0
Fazendo, em particular, b = a obter-se-4
@+a=1¢e (@-a=0
Por outro lado, por B5, tem-se também
a+a=1¢e a-a=0

pelo que, comparando (1.13) com (1.14) se obtém o resultado pretendido.
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Teorema 1.57 (Leis de Morgan.) Para todo o par de elementos xz,y € B
Ty=T+y e v+y=1=2-9y

Demonstragao: Considerando, por um lado, a expressao (z - y) - (T + ¢), vem

(-y)-(Z+y) = (z-y) 2+ y) ¥ por B3
= z-(y-2)+z-(y 9 por B2
= z-(Z-y)+z-(y-9) por B1
= (z-2)-ytaz-(y 9 por B2
= (0-y)+(z-0) por B5
= 0 pelo teorema 1.54
Por outro lado, considerando a expressao (z - y) + (T + ¥)
-y +@+y = @+y+ (- y) por Bl
= [Z+y) +a-[(Z+7) +vy por B3
= r+ @+ [E+D) +y] por Bl
= [(z+2)+7] [z + (y+7) por B2
= (147 -(z+1) por B5
= 1 pelo teorema 1.54

Tem-se entao
(-y)-(Z+y) =0 e (z-y)+(T+y) =1
pelo que, tendo em conta B5,
TY=T+y

A segunda proposicao obtém-se por dualidade. O

Exemplo 1.58 (Circuitos com interruptores.) Sejam z,y, ... interrupto-
res eléctricos e suponha-se que x, T designam sempre dois interruptores com a pro-
priedade de que se um esté ligado o outro esta desligado e vice-versa.

Dois interruptores, = e y, por exemplo, podem ser ligados por fios, em série ou
em paralelo, como segue

—

—

o que se denota por x -y (ou, simplesmente, zy) e x + y, respectivamente. Um
circuito booleano é um arranjo de fios e interruptores que pode ser montado com o
uso repetido de combinagoes em série e em paralelo podendo, portanto, ser descrito
pelo uso dos sinais + e - (ou simples justaposi¢ao). Assim,
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z-(y+a) (Z+2)y+zy

sao dois exemplos, um pouco mais complicados, de circuitos com interruptores.
As variaveis x,vy, ... que representam os interruptores apenas podem tomar os
valores
1 e 0

que significam “interruptor fechado” e “interruptor aberto”, respectivamente
As duas tabelas que se seguem descrevem o comportamento de um circuito em
série, xry, e em paralelo, x + vy,

ﬁ
"
<
F
+
<

X

O O = =
O = O <
SO O
O O = =
O = O =<
O = =

enquanto que a tabela que se segue mostra a relagdo entre um interruptor x e o
interruptor complementar ,

‘O r—\‘R
‘»—* o‘ &I

Observe-se que as trés tabelas acima sao idénticas as tabelas da conjuncao,
disjuncao e negagao de proposigoes.

Para determinar o comportamento de um circuito booleano constréi-se uma
tabela que é analoga as tabelas de verdade do célculo proposicional. Para os dois
circuitos acima, por exemplo, tem-se o seguinte:

vlyl|lz|z+y|aly+2)
1|11]0 1 1
1100 0 0
0111 1 0
0]0]1 1 0

A corrente s6 passard se os interruptores x e y estiverem ligados simultaneamente.
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zlylzlz]z+z2| G+ | g2y | G+Dy+ay
111]11]0 1 1 0 0 1
1(1/0]0 0 0 0] O 0
11011]0 1 0 1 1 1
11010]0 0 0 1 1 1
Ol1]1]1 1 1 0] O 1
01101 1 1 0 0 1
01011 1 0 1 0 0
0j0|0]1 1 0 1 0 0

Neste caso a corrente passard para 5 configuragoes possiveis dos trés interruptores.

Desenhando os circuitos apropriados e enumerando todas as situagoes possiveis,
pode verificar-se que todos os axiomas de &dlgebra de Boole sao validos quando
interpretados em termos de circuitos com interruptores.

Teorema 1.59 A dlgebra dos circuitos com interruptores é uma dlgebra booleana.

Por exemplo, os dois circuitos equivalentes

—,_ 1, H.

x—!—yz (J;—l—y T+ 2z)

representam, em termos de circuitos, a distributividade da operagao - relativamente
a operagao —+.

Exemplo 1.60 Determinar o circuito que realiza a expressio booleana

xyzZ + Z(y + 2)
Esta expressao indica que a ligagao em série de x, y ez estd ligada em paralelo com
o circuito correspondente & expressao Z(y + z). Este ultimo circuito, por seu turno,

consiste num interruptor Z ligado em série com uma ligagao em paralelo de y e Z.
Entao, ter-se-a

r—y—2z

ol

xyz +x(y+2)
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Exemplo 1.61 Determinar a expressio booleana correspondente ao sequinte cir-
cuito

% |
L1

(z+ 7+ 2)uw(yz + = + yu)
Exercicios 1.4.2

1. Desenhar os circuitos com interruptores que realizam as expressoes booleanas
que se sequem sem efectuar qualquer simplificacdo prévia.
(a) zyz + zy(zw + st)
(b) x+y(z+wt) + su
(¢) zly(z +w) + z(u+v)]
(d) (x+7+2)(x+yZ)+ 2w+ w(y+2)
(e) (zy + xyz + x2)z
(f) zz+y+yz+ayz
(9) (wy+2)(y+2)+=
(h) Tz+Ty+Z2

2. Determinar as expressoes que representam algebricamente os sequintes cir-
cuitos:

(¢)

(b)

IS
|
S

1]
|

l
|
SO

||
1]
]|

Ql
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(c)

Exercicios 1.4.3

1. Seja A um congunto qualquer e P(A) o conjunto das partes de A. Verificar que
B = (P(A),U,N) constitui uma dlgebra de Boole quando, para cada x € P(A)
se define T = A\z.

2. Mostre que o conjunto {a,b,c,d} com as operagées definidas pelas tabelas
sequintes € uma dlgebra de Boole.

+Habcd ~Habcd
alla b b a alla a d d
bbb b b b blla b ¢ d
cllb b ¢ ¢ clld ¢ ¢ d
dla b ¢ d dild d d d

8. No conjunto Z considere as operagoes +, - e complementacdo definidas, para
a,b € Z quaisquer, por

a+b = max{a,b}
ab = min {a,b}
a = -—a

Verifique se o sistema (Z,+,-) constitui ou nao uma dlgebra de Boole.

1.4.2 Funcgoes booleanas

Chama-se funcao booleana de n variaveis booleanas x1,zo,...,z, a uma
aplicacao de {0,1}" em {0,1}. A funcao de trés varidveis

f(x1,m0,23) = 21 + Taw3

onde 1 € {0,1}, z2 € {0,1} e x5 € {0,1} e as operagdes sao entendidas no
sentido booleano, isto é, sujeitas as tabelas
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| xy || x+y

O O = M

O = O =<

o O O

O =

:

é um exemplo de uma func¢ao booleana de trés varidveis booleanas. A fungao
f(x1, e, z3) tem a seguinte tabela de valores

Ty ‘ T2 ‘ z3 H T2 ‘ TaT3 ‘ f(z1, 22, 73)

1
1
1
1
0
0
0

0

1
1
0
0
1
1
0

0

_H O R O RO R

0

= 0O OO =M= OO

O O OO~ OoO O

1

_— O O = ==

0

Por vezes é conveniente expressar uma fun¢do na chamada forma cané-
nica que é uma expressao constituida por produtos cada um dos quais
contém todas as varidveis (com ou sem barra). Por exemplo, a funcao

¢ uma funcao booleana na forma candnica.

g(-fl, x2, 333)

T1T2T3 + T1T2X3

Para converter uma dada funcdo na forma canoénica pode usar-se a lei
de complementagdo 1 = x + T de forma adequada. Assim, considerando de
novo a funcado f(x1,x2,r3) dada acima, tem-se o seguinte

f(z1,22,23) = 1 + Taxs

= x1-1+ Tox3

= z1(x2 + T2) + Toxs

= X122 + X1X2 + Tox3

= 3311:2(373 + .fg) + Jcﬂrz(azg + fg) + (.T1 + .fl):i’gxg

= X1X2Z3 + T1Z2T3 + T1T2x3 + T1XT2X3 + T1T2x3 + T1T2x3

T1X2x3 + T1T2X3 + £1T2x3 + X1T2T3 + T1X2T3
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Esta técnica pode ser usada para expressar uma funcao booleana com
qualquer ntimero de varidveis booleanas na forma canénica. Cada um dos
termos que contém todas as varidveis (com ou sem barra) chama-se termo
canénico.

A forma candnica de uma funcdo booleana pode também obter-se direc-
tamente a partir da sua tabela de valores como se indica no exemplo que se
segue.

Exemplo 1.62 Seja f:{0,1}* — {0,1} a funcdo definida por

zly|z| flayz)
1111 1
11110 0
1101 0
11010 1
011 0
01110 1
0101 0
0]0|0 1
Entao
flzyy,2) = 1l-ayz+0-2yz+0-2yz+1-252+0-Tyz+1-Tyz +

0-zyz+1-7yz
= xyz + Yz + 1Yz + TYZ2
é a expressao analitica da fungao f(z,y, z) na sua forma canédnica.

Teorema 1.63 Duas funcgoes booleanas sdo iguais se e so se as suas formas
canonicas forem idénticas.

Demonstragao: E claro que se duas fungoes tiverem a mesma forma candnica
elas s&o iguais. Por outro lado, se duas fungoes forem iguais entdo tém tabelas de
valores idénticas as quais, por seu turno, originam formas candnicas idénticas. O

Exercicios 1.4.4 Considere-se de novo a fungio f(z,y,z) do ezemplo 1.62.

1. Determinar a expressio de f(x,y, z) a partir da forma canénica de f(x,y, z).

2. Determinar a tabela de valores de f(x,y,z) a partir da tabela de valores de
f(x’ y’ Z) °

3. Determinar a forma candnica de f(x,y,2) a partir da sua tabela de valores.
As fungdes obtidas em 1. e 3. sdo iguais — uma estd expressa como um produto
de somas e a outra estd expressa como uma soma de produtos. A forma de
f(z,y,2) obtida em 1. é designada por forma canénica dual (da forma
candnica usual).
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4. Descrever um método para reduzir a expressao de uma fun¢ao booleana a um
produto finito de um certo nimero de somas com todas as varidveis (com ou
sem barra). Ou seja, descrever um método de obten¢do da forma candnica
dual de uma funcgao booleana a partir da sua tabela de valores.

5. Dar um exemplo de aplicacdo do método descrito na alinea anterior.

6. Determinar a forma candnica das fungdoes booleanas

(a) f(z,y,2) = (x+y)z(z+y)
(b) g('ray?z):fz+i'y+2
(c) h(z,y,2) = (x+y)(T + 2)

(d) j(z,y,2) = (zy + 2)(y + 2) + 2

usando a tabela de valores e por processos algébricos.

Simplificagao de fungoes booleanas. Anteriormente mostrou-se como
se pode reduzir uma fungao booleana a sua forma canénica. Esta, no en-
tanto, nem sempre é a forma mais conveniente para resolver certos proble-
mas. Por vezes é desejavel expressar uma funcao booleana com o nimero
minimo de termos e varidveis, obtendo-se entao a chamada forma minima.
Isto é particularmente importante no desenho de circuitos com interruptores:
quanto menos termos e menos varidveis mais simples e mais econémico serd
o circuito.

A simplificagdo de um circuito pode fazer-se muitas vezes apelando a
intuicdo e a esperiéncia. Contudo, para circuitos muito complexos, tais
como o0s que aparecem nos modernos computadores, é necessario dispor
de técnicas mais sistematicas. H& vérios métodos baseados na teoria das
funcées booleanas. Aqui considerar-se-4 apenas o menos sofisticado daque-
les métodos que se baseia na aplicacao directa das propriedades das algebras
de Boole.

O método geral de simplificacao de um circuito consiste em determi-
nar, em primeiro lugar, a funcao booleana que o representa, simplificar a
funcao booleana obtida e, finalmente, desenhar um novo circuito que realize
a funcao booleana simplificada.

Exemplo 1.64 Simplificar o circuito
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— Yy —

4. F

Sl

Este circuito é representado pela funcao booleana
f(@,y,a,b,¢) = (wy+abe)(wy+a+b+0)
a qual se pode simplificar da seguinte forma

f(z,y,a,b,¢) = (zy+abe)(zy+a+b+e)
zyxry + xya + xyb + xyc + abexy + abea + abeb + abee

= xy+ xya + xyb + wyé + abcxry
ry(l+a+b+c+abc) = xy

O circuito simplificado equivalente tem entao a forma

—z—y—=*

Por vezes, no processo de simplificagdo, é mais facil reconhecer qual é o
procedimento a seguir na funcao dual do que na funcao original. Este facto
sugere um novo processo de simplificacao: toma-se o dual de f, denotado
por d(f), simplifica-se d(f) e finalmente tomando de novo o dual obtém-se
geralmente uma forma simplificada da funcao original,

Exemplo 1.65 Simplificar o circuito

c b
—a—0b—c—d—
c d
*— —eo
a c
—a—b—¢ —
e —d—
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Este circuito é representado pela fungao
fla,b,c,d) = bc+ abed + cd + ac + abé + bed

Sendo _ _
g(a,b,c,d) = be+ abed + cd

h(a,b,c,d) = ac+ abe+ bed
entao

f(a7 b’ C7 d) = g(a7 b7 C’ d) + h(a’ b)c7 d)

Considerando o dual de g

dlg) = (b+e)a+b+c+d)(c+d)

(ab+ bb + be + bd + ac + be + ¢ + cd)(c + d)

abc + abd + bee 4 bed 4 bed 4 bdd + ace + acd + bee +

bed 4 cc 4 cd + ced + cdd

= abc+ abd + be + bed + bed + ac + acd + be + bed + ¢ + ¢d + cd
= abc+abd + be(1 +d+d) + ac(l +d) +be(1 +d) + ¢(1+d) + cd
= abc+ abd + bc+ ac + be+ ¢ + cd

= (a+1)bc+abd +ac+ (b+1+d)c

= bec+abd+ac+c

= (b+a+1)c+abd = c+ abd

e tomando de novo o dual, vem

glabe,d) = cla+b+d)
Por outro lado,

d(h) = (a+e)a+b+e)(b+c+d)
(aa + ab+ ac + ac + be + ce)(b+ ¢ + d)
= abb + abé + abd + abé + acé + acd + abé + acc + acd +
bbé + bee + bed + eb + ¢ + ed
= abé+ abd + abé + ac + acd + abe + ac + be + bed + be + ¢ + ed
abé + abd + (1 + a + a)bé + ac(1 + d) + be(1 + d) + &(1 + d)
abé + abd + bé + ac + be + ¢
(ab+b+a+b+1)c+abd
= ¢+abd

e, portanto, tomando de novo o dual

h(a,b,c,d) = ¢la+b+d)
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Consequentemente, tem-se

fla,b,c,d) = cla+b+d)+cla+b+d) = a+b+d

pelo que o circuito simplificado equivalente é

E a E|
b
Exercicios 1.4.5 Simplificar os circuitos sequintes:

1.

S

—a—b—c—=I

a c

*—
—b c
c T

a a
O——a—b—{b}ﬂ
a—b—c- c
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Capitulo 2

Numeros Naturais, Inducao e
Calculo Combinatério

2.1 Axiomatica dos Numeros Naturais

2.1.1 Conceito de axiomatica

” Aqueles que se ocupam da geometria, da aritmética e ciéncias
desse género admitem o par e o impar, as figuras, trés tipos de
angulos, (...) Estas coisas ddo-nas por sabidas, e, quando as usam
como hipéteses, nao acham que ainda seja necessario prestar con-
tas disto a si mesmos nem aos outros, uma vez que sao evidentes
para todos. Partindo dai, analisando todas as fases e, tirando
consequéncias, atingem o ponto a cuja investigagao se tinham
abalancado.”

Platao in REPUBLICA (VI, 510, cd)

No inicio de qualquer teoria mateméatica bem construida apresenta-se, sem
explicacdo, um pequeno numero de termos especificos particulares: estes
servirdo para explicar todos os outros termos especificos. Por este facto,
sao designados termos primitivos (da teoria em questdo). O emprego de
termos primitivos numa teoria matematica é indispensdvel. De facto, para
explicar um termo € necessdrio empregar outros termos; estes, por seu turno,
para serem eles préprios explicados, sem entrar num ciclo vicioso, exigem o
recurso a outros termos novos; e assim sucessivamente. Este processo, se nao
parasse nalgum ponto, conduziria a uma cadeia infinita de explicacoes (sem-
pre com novos termos), o que nao é possivel pois que é limitado o nimero
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de termos distintos disponiveis em qualquer vocabuldrio. Evita-se esta im-
possibilidade aceitando, uma vez por todas, o emprego de termos primitivos
escolhidos a priori que devem ser em pequeno numero e de conteido simples.
(E o que se faz em teoria dos conjuntos na qual conjunto e elemento de um
conjunto nao se definem, sendo considerados termos primitivos.)

Numa teoria os termos especificos que nao sao primitivos dizem-se ter-
mos definidos. Suponha-se conhecida a lista de todos os termos primitivos
de uma dada teoria. A introducdo de um novo termo especifico na teoria
far-se-4 & custa destes termos primitivos e de termos l6gicos. A explicacao
assim obtida para o novo termo constitui o que se chama uma definigao e
este termo é o termo definido. Assim, o primeiro termo definido, 1, é ex-
plicado apenas a custa de termos primitivos (e termos logicos); para definir
um segundo termo, t3, podem agora empregar-se todos os termos primitivos
e o termo definido ¢; (e termos 1égicos); um terceiro termo, t3, pode ser
explicado a custa dos termos primitivos e de todos os termos ja definidos
anteriormente, t1 e ty (e os termos ldgicos que forem necesséarios). Este pro-
cedimento segundo o qual uma definicdo atribui um sentido a um termo a
custa de termos primitivos e de termos definidos anteriormente, evita o ciclo
vicioso que seria o de um termo ser explicado a custa de termos que por sua
vez acabariam por ser explicados por ele préprio.

A parte central de qualquer teoria matematica é constituida por enuncia-
dos de proposi¢oes ou sentengas verdadeiras (no contexto daquela teoria).
Estes enunciados estabelecem as ligagoes entre os termos especificos da teo-
ria. Os termos especificos e os termos logicos sao o material basico para
a construcao daquelas afirmacoes. Tal como acontece com o0s termos es-
pecificos, podem subdividir-se as proposicoes verdadeiras de uma teoria em
duas classes:

(1) proposigoes primitivas ou axiomas, e

(2) proposigoes derivadas ou teoremas.

Os axiomas sao afirmacoes que se aceitam como verdadeiras sem qual-
quer prova; sao necessarias por razoes analogas as expostas a proposito dos
termos primitivos. Os axiomas sao geralmente apresentados no inicio de
uma teoria, imediatamente a seguir aos termos primitivos e, tal como estes,
sao geralmente em pequeno numero e dotados de sentido intuitivo.

Uma vez estabelecidos os axiomas de uma teoria, novas proposicoes po-
dem ser formuladas. Agora, no entanto, para que uma proposicao possa ser
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considerada um teorema dentro da teoria (isto é, seja uma proposicao ver-
dadeira da teoria) torna-se necessario submeté-la a um teste designado por
prova ou demonstragao. Serao teoremas as proposicoes que satisfizerem
positivamente aquele teste. Para provar uma primeira proposicao, pi, os
Unicos argumentos que podem ser usados sao os axiomas e as defini¢oes ja
estabelecidas; se p; decorrer logicamente destes argumentos (isto é, se for
demonstrada) entao transforma-se num teorema, 77. Para provar uma nova
proposic¢ao, ps, podem agora usar-se nao s6 os axiomas e as definigoes esta-
belecidas mas também o teorema 77; se a proposicao po for demonstrada
entdo transforma-se num teorema, T5. Este processo vai-se repetindo assim
sucessivamente tal como ja foi referido no caso das definigoes, isto é, uma
demonstracao mostra a veracidade de uma proposicao por argumentos que
se baseiam nos axiomas da teoria e nas defini¢oes e teoremas ja estabelecidos.

Note-se que, entendendo-se que uma proposi¢ao sé é considerada ver-
dadeira se puder ser demonstrada a partir dos axiomas da teoria e de teore-
mas ja demonstrados, isso significa que a veracidade de uma proposicao de-
pende directamente dos axiomas da teoria sob consideracao; uma proposicao
pode ser um teorema numa certa teoria e nao o ser noutra (por exemplo,
em geometria euclidiana plana a proposicao

“a soma dos angulos de um triangulo € igual a um angulo raso”

é um teorema, mas deixa de o ser no contexto de outras geometrias diferentes
daquela). Neste sentido, numa teoria axiomdtica, a questdo que se poe
relativamente a uma dada proposicao nao é a de saber se ela traduz algum
tipo de ‘“verdade” mas sim a de saber se aquela proposicao é ou nao uma
consequéncia légica dos axiomas da referida teoria.

2.1.2 Os axiomas de Dedekind-Peano

Como exemplo tipico e relativamente bem conhecido de uma teoria axio-
maética apresenta-se a Axiomatica de Dedekind-Peano para os niimeros natu-
rais que servirda de base para a demonstracao de algumas das suas con-
sequéncias elementares.

A construcao axiomética de Dedekind-Peano do conjunto dos nimeros na-
turais parte de trés termos primitivos — zero, niimero natural e sucessor
— e de cinco axiomas que os relacionam:

N1 O zero é um nimero natural e representa-se por 0.

N2 Cada niimero natural n tem um e um s6 sucessor, represen-
tado por suc(n), que é também um ndmero natural.

79



N3 O zero nao é sucessor de nenhum nimero natural.
N4 Se m,n sao dois niimeros naturais tais que suc(m) = suc(n)
entao m = n.
N5 Seja A um conjunto de nimeros naturais. Se A for tal que
(1) 0eA, e
(2) Vo [n€e A =suc(n) e Al,
entao A é o conjunto constituido por todos os numeros
naturais que é denotado por IN.

O axioma N5 é a base de todas as demonstragoes feitas pelo método de
indugao matematica (ou método de indugao finita) que pode formular-se
da seguinte maneira:

Suponha-se que a cada numero natural n € IN se pode associar
uma proposi¢ao denotada por p(n); suponha-se ainda que

(a) p(0) é uma proposi¢ao verdadeira, e que
(b) para todo o j € IN, p(suc(j)) é verdadeira sempre
que p(j) o seja.

Entao a proposi¢ao p(n) € verdadeira qualquer que seja o nimero
natural n € IN.

De facto, seja X o conjunto dos niimeros naturais n para os quais p(n) é uma
proposicao verdadeira. O conjunto X contém 0 por (a) e por (b) contém
suc(j) qualquer que seja j € X. Entao, de acordo com o axioma N5, tem-se
que X = IN o que significa que p(n) é uma proposicao verdadeira qualquer
que seja n € IN como se afirmou.

De acordo com esta axiomética sao entao niimeros naturais os seguintes
0,suc(0), suc (suc(0)) , suc (suc (suc(0))), ...
0s quais, por comodidade de escrita, tém as seguintes designacOes mais
usuais: 1 = suc(0), 2 = suc (suc(0)) = suc(1),...!

Exemplo 2.1 Mostrar, a partir da aziomdtica de Dedekind-Peano, que todo o

numero natural diferente do zero € sucessor de um nimero natural.
Sendo
A={neN:n=0Vv3,[meNAn=suc(m)]}

entao

!Denotar-se-4 por IN; o subconjunto de IN igual a IN\{0} e, de um modo mais geral,
para qualquer p € IN, denotar-se-& por IN, o conjunto N, = {n € N : n > p}.
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1. 0 € A (pela definicao do conjunto A)

2. Suponha-se que n € A, n # 0. Entdo n = suc(m) para algum m € IN.
Consequentemente, suc(n) = suc(suc(m)) e como, por N2, suc(m) € IN
entao suc(n) € A.

Dos dois argumentos precedentes, tendo em conta N5, vem A = IN ficando provada
a afirmagao.

2.1.3 Aritmética dos niimeros naturais

A aritmética dos ntmeros naturais baseia-se em duas operacgoes: a adigao
e a multiplicacdo. Nenhuma destas operacoes recebe uma mengao explicita
na Axiomética de Dedekind-Peano o que significa que as mesmas podem
ser definidas em termos das nogoes ja introduzidas. Tal modo de proceder
apresenta, no entanto, um acréscimo de dificuldades pelo que se adoptara
aqui o ponto de vista que consiste em introduzir as defini¢oes de adicao e
multiplicacao em IN de forma axiomatica podendo depois deduzir-se toda
a aritmética dos nimeros naturais fazendo repetido apelo ao principio da
inducao matematica.

A adigao de numeros naturais é uma operacao interna, denotada pelo
simbolo +, que é definida recursivamente por

Al V,[neN = [n+0=n]],

A2 VY, [m,n €N = [n+suc(m)=suc(n+m)]]

podendo mostrar-se que existe uma e s6 uma operagao interna definida sobre
IN que satisfaca Al e A2.

Podem agora provar-se novas propriedades satisfeitas pelos elementos
de IN partindo apenas das proposicoes aceites como verdadeiras até este
momento.

Teorema 2.2 A adicao em IN € associativa.

Demonstragao: Seja X o conjunto de nimeros definido por
X={peN:Vy,[mneN = [(m+n)+p=m+ (n+p)]]}

Como de A1 resulta (m +n)+0=m+n=m+ (n+0), para todo o m,n € IN
tem-se entao que
0eX (2.1)
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Seja agora ¢ arbitrariamente fixado em X. Da defini¢ao de X tem-se que (m—+n)+
qg=m+ (n+ q), para todos m,n € IN e, portanto, tendo em conta A2, a hipdtese
de inducao e novamente A2, vem para todos os m,n € Ny

(m+n)+suc(q) = suc((m+n)+q)
= suc(m—+ (n+gq))
= m+suc(n+q) =m+ (n+suc(q))

o que mostra que suc(q) € X. Isto é
Vy[q€X =suc(g) € X| (2.2)

De (2.1) e (2.2), tendo em conta o axioma N5, resulta que X = IN e que, portanto,
para todos os ntimeros m,n,p € IN

(m+n)+p=m+(n+p)

0 que prova o teorema. d

Teorema 2.3 A adicao em IN € comutativa.

Demonstragao: (a) Demonstrar-se-& antes de mais que qualquer que sejam € INy
setem 0+m=m+0. Seja M={meN:0+m=m+0}. Como0+0=0+0
tem-se imediatamente que

0eM (2.3)

Seja agora p um elemento arbitrariamente fixado em M. Da definicdo de M vem
entao que 0 +p = p + 0 e portanto, atendendo a A2, hipétese de indugao e Al
sucessivamente, vem

0 + suc(p) = suc(0 + p) = suc(p + 0) = suc(p) = suc(p) + 0
o que mostra que suc(p) € M. Entao
Vp [p € M = suc(p) € M| (2.4)

e de (2.3) e (2.4), tendo em conta o axioma N5, resulta que M = INj ou, o que é
0 mesmo, que
0O+m=m+0

qualquer que seja m € IN.
(b) Para demonstrar a comutatividade no caso geral torna-se necessdrio provar,
antes de mais, os seguintes resultados preliminares:

Lema 2.4 V,,en [suc(m)=1+m].
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Demonstragao: Seja S = {s € IN : suc(s) = 1 + s}. Visto que,
por defini¢do, se tem 1 = suc(0) entdo, tendo em conta Al, vem
suc(0) =1+ 0, o que mostra que

0es (2.5)

Seja agora m € S qualquer. Da definicao de S vem suc(m) =1+ s e
portanto, tendo em conta A2, obtém-se

suc (suc(m)) = suc(l +m) = 1 4 suc(m)
0 que mostra que

Vi [m € 5 = suc(m) € ] (2.6)
De (2.5) e (2.6) resulta S = IN. O
Lema 2.5 V,,  meN = [m+1=1+m]].

Demonstragao: Da alinea (a) do teorema tem-se que qualquer que
sejam € N m+0 =04 m e, portanto, tendo em conta o axioma N2,
vem suc(m+0) = suc(0+m), donde por A2 m+suc(0) = 0+suc(m),
ou seja, atendendo ao Lema 2.4 e & parte (a) do teorema,

m+1=0+suc(m) =suc(m)+0=suc(m)=1+m
0 que prova o lema. O

Seja agora o conjunto X definido por X = {n e N:V,, [ meN = [m+n=
n+m]]}. De (a) resulta
0eX. (2.7)

Seja p € X qualquer. Entao, pela definicao de X, tem-se para todo m € IN que
m+p = p+m e portanto tendo em conta resultados anteriores, vem sucessivamente

m+suc(p) = suc(m+p)
= suc(p+m)=p+suc(m)
= p+(1+m)=(p+1)+m=suc(p)+m

o que significa que

Vo [peX =suc(p) € X] (2.8)
De (2.7) e (2.8) e tendo em conta o axioma N5 resulta que X = IN, o que por seu
lado completa a demonstragao do teorema. a

A multiplicagao de nimeros naturais é uma operacao interna, denotada
pelo simbolo - (ou mais frequentemente por simples justaposi¢ao) que se
define recursivamente por
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M1V, [neN = [n-0=0]]
M2 vn,m [m7n€N = [n'Suc(m):n.m+n]7

sendo, também neste caso, possivel provar que existe uma e uma sé operacao
interna definida sobre INy que satisfaca M1 e M2.

Teorema 2.6 A multiplicacao em IN € distributiva a direita relativamente
a adicao, isto €,
m(n +p) =mn+ mp
quaisquer que sejam os numeros m,n,p € IN.
Demonstragao: Seja X o conjunto de ntimeros definido por

X={peN:V,, mneN = [mn+p) =mn+mp]l}.

Tendo em conta Al e M1 tem-se para todos m,n € IN que m(n 4+ 0) = mn =
mn + 0 = mn + m0 o que mostra que

0€X. (2.9)

Seja agora ¢ € X arbitrariamente fixado. Entdo quaisquer que sejam os nimeros
m,n € IN, vem m(n+q) = mn+mgq e, portanto, tendo em conta A2, M2, a hipétese
de indugao e o teorema 2.2, obtém-se sucessivamente

m(n+suc(q)) = m-suc(n+q)=m(n+q)+m
= (mn+mq)+m=mn+ (mqg+m)

= mn+ m-suc(q)

donde resulta que
Vylq€X =suc(g) € X|] (2.10)

De (2.9) e (2.10), tendo em conta o axioma N5, conclui-se que X = IN, ficando
provado o teorema. O

Teorema 2.7 A multiplicacdo em IN € associativa.

Demonstracao: Seja X o conjunto de ntimeros definido por
X={peN: Vy,[mneN = [(mn)p=m(np)]]}

Entao, visto que quaisquer que sejam m,n € IN, atendendo a M1, se tem, (mn)0 =
0=m-0=m(n-0) conclui-se que

0eX (2.11)
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Seja ¢ um elemento qualquer de X. Pela defini¢ao de X entdo tem-se que (mn)q =
m(ng) quaisquer que sejam m,n € IN e portanto, atendendo a M2, hipStese de
indugao e ao teorema 2.6, tem-se sucessivamente

(mn)q +mn = m(nq) + mn

(mn) - suc(q)

m(ng +n) = m(n -suc(q))

0 que prova que
V,[q€ X = suc(q) € X | (2.12)

De (2.11) e (2.12), atendendo ao axioma N5 obtém-se X = IN, ficando provado,
deste modo, o teorema. a

Teorema 2.8 A multiplicacdo em IN € distributiva a esquerda relativamente
a adicdo, isto €,
(m+n)p=mp+np

quaisquer que sejam os numeros m,n,p € IN.

Demonstragao: Seja X o conjunto de nimeros definido por
X={peN:Vy,[mneN = [(m+n)p=mp+np]|}

De A1 e M1 tem-se, quaisquer que sejam m,n € IN, que (m+n)0=0=0+0=
m0 4+ n0 o que mostra que
0eX (2.13)

Seja agora ¢ € X qualquer. Entao, da definigdo de X, tem-se que (m + n)q =
mq + ngq e, portanto, tendo em conta M2, hip6tese de inducao, teoremas 2.2 e 2.3,
sucessivamente, vem

(m+n)-suc(q) = (m+n)g+ (m+n)=(mqg+ng)+ (m+n)
mq+ (ng+ (m+n)) =mg+ ((ng+n) +m)
= mq+ (n-suc(q) + m) =mq+ (m+n-suc(q))

= (mg+m)+n-suc(q) = m-suc(q) +n - suc(q)

0 que mostra que
Vylq€X =suc(q) € X| (2.14)

De (2.13) e (2.14), atendendo ao axioma N5, X = N, ficando o teorema completa-
mente demonstrado. O

Teorema 2.9 A multiplicacdo em IN é comutativa.
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Demonstragao: (a)- Provar-se-4 em primeiro lugar que qualquer que sejam € IN
se tem Om = m0. Seja M = {m € Ny : 0m = m0}. Como 0-0 = 0-0 entao tem-se
imediatamente que

0eM (2.15)

Seja n € M qualquer. Entao da definicao de M resulta que 0-n = n -0 e portanto,
tendo em conta M1 e M2, a hipdtese de indugao o lema 2.4 e o teorema 2.8, vem
sucessivamente

0-suc(n) = 0-n+0
= n-0+1-0=(n+1)-0=suc(n)-0
donde resulta
V. [n € M = suc(n) e M| (2.16)

Consequentemente de (2.15) e (2.16) e axioma N5 fica completamente provada a
afirmagéo em (a).

(b) - Para demonstrar o caso geral torna-se necessario provar primeiramente o
seguinte resultado preliminar

Lema 2.10 Qualquer que seja m € IN tem-se 1-m = m.

Demonstragao: Seja M o conjunto de nimeros M = {m € IN :
1-m =m}. De M1 resulta que 1-0 = 0 e portanto

0eM (2.17)

Seja n € M qualquer. Entao da definicao de M tem-se que 1-n =n
e portanto tendo em conta também M2 vem 1-suc(n) =1-n+1=
n+ 1 = suc(n), o que mostra que

Vp [n € M = suc(n) e M]. (2.18)
De (2.17) e (2.18) e axioma NS5 fica provado o lema. O

Seja agora X o conjunto de nimeros definido por
X={neN: [Vp,[meN = [m-n=n-m]l}
De (a) tem-se imediatamente
0€X. (2.19)

Seja p € X qualquer. Entao da definicao de X tem-se que mp = pm qualquer que
seja m € IN. Consequentemente, de M2, lema 2.10, hipétese de indugao, lema 2.4
e teorema 2.8, vem

m-suc(p) = mp+m
= pm+1-m=(p+1)m=suc(p) -m

0 que significa que
vy [p € X = suc(p) € X ] (2.20)

De (2.19), (2.20) e axioma N5 fica provado o teorema. O
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2.1.4 O conjunto ordenado (NN, <)

Seja em IN a relacao R definida por
R = {(mn)eIN?: 3, [pcIN Am+p=nl}
Teorema 2.11 R ¢ uma relagao de ordem total (em sentido lato) em IN.

Demonstragao: Tera de mostrar-se que, assim definida, a relagao R é reflexiva,
antisimétrica, transitiva e dicotémica:

(1) Reflexividade. Do axioma A1l da definicdo de adi¢do em IN tem-se que
n+0=n, V,en e portanto (n,n) € R, Vpen-.

(2) Anti-simetria (lata). Sejam m,n € IN tais que (m,n) € R e (n,m) € R.
Visto que (m,n) € R entdo existe p € IN tal que m +p = n e, como (n,m) € R
entao existe g € INg tal que n 4+ g = m. Destas duas igualdades resulta que

n+(qg+p) =n
o que, como se verd, implica que se tenha ¢+ p = 0 (em IN). De facto, seja
M={neN: [n+(p+q¢=n=p+qg=0]}.

Visto que de 0+ (p+¢) = 0 resulta que se tenha p+¢g = 0 entdo 0 € M. Suponha-se
(hip6tese de indugao) que m € M, ou seja, que

m+{p+q) =m = p+qg = 0.

Como da iguldade suc(m)+ (p+q) = suc(m), pela comutatividade da adi¢éo e por
A2, se obtém suc(m + (p + ¢)) = suc(m) entdo, tendo em conta N4, resulta que
m+(p+q) = m o que, por seu turno, implica que seja p+¢ = 0. Consequentemente
m € M = suc(m) € M e, portanto, por N5, M = IN.

Sendo p um elemento de IN ter-se-4 de acordo com a Axiomadtica de Peano
(axiomas N1 e N2) que p = 0 ou p = suc(r) para algum r € INy. Se fosse
p = suc(r) entdo, de acordo com A2 da defini¢do de adi¢do em IN, ter-se-ia

g+p = q+suc(r) = suc(g+r) =0

o que ¢é absurdo ja que, pelo axioma N3, 0 nao é sucessor de nenhum elemento de
IN; logo serd p = 0 e, portanto, de A1 (definigdo de adi¢do) vem

g+p =4q+0 =9 =0
Consequentemente, tem-se que
(m,n) e RA(n,m) eR = m=mn

como se pretendia mostrar.
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(3) Transitividade. Suponha-se que para m,n,j € IN se tem que (m,n) € R
e (n,j) € R. Entao existem ntmeros p,q € IN tais que m+p =nen+q = j;
consequentemente, de (m + p) + ¢ = n + ¢ decorre que m + (p + ¢) = j e como
p + g € IN entdo ter-se-& que (m,j) € R.

(4) Dicotomia. Para cada m € IN seja definido o seguinte conjunto

M = {nelN:(mn)eRV(nm)ecR}

Como m € IN e 0 + m = m tem-se, portanto, (O, m) € R e, consequentemente,
(a) 0 e M

Seja n € M. Entao ou (m,n) € R ou (n,m) € R. Se (m,n) € R entdo existe
p € IN tal que m 4+ p = n donde pelo axioma N4 resulta que suc(m + p) = suc(n)
e por A2 da definicao de adi¢ao resulta que m + suc(p) = suc(n) o que, por seu
turno, significa que (m,suc(n)) € R e, consequentemente, suc(n) € M.
Se for (n,m) € R entéo existe ¢ € IN tal que n + ¢ = m onde ¢ = 0 ou ¢ = suc(s)
para algum s € INy. Se for ¢ = 0 entdo n = m e suc(n) = m + 1 o que mostra que
(m,suc(n)) € R e portanto que suc(n) € M. Se for ¢ = suc(s) entéo

m = n+gq
= n+suc(s) = suc(n+s) = suc(s+n)
= s+suc(n) = suc(n) +s

o que mostra que (suc(n), m) € R e, portanto, que suc(n) € M. Entao
(b) Vpen [n € M = suc(n) € M|
De (a) e (b), tendo em conta o axioma N5, resulta M = N, ou seja, que
Vinen [ (m,n) € R V (n,m) € R
ficando assim completada a demonstracao da proposicao. ]

Dados dois elementos m, n € IN quaisquer, sempre que (m,n) € R é usual
escrever m < n (ou n > m). Se, para m,n € IN, se tiver m < nAm # n
entao escreve-se m < n (oun > m). O par ordenado (IN, <) designa-se por
conjunto ordenado dos nimeros naturais.

2.2 Inducao Matematica — Aplicacoes
O principio de indugao matematica, decorrente do axioma N5, pode ser
generalizado da seguinte forma: se A C Z for um conjunto bem ordenado,

tal que

1. p€ A e pé o menor elemento de A,
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2. Vpez [n>p = [neA=>n+1eAl]

entao,

A={neZ:n>p}

O principio de indugao matemadtica usual é um caso particular deste enun-
ciado no qual p = 0.

Este principio é usado frequentemente em Matematica para provar propo-
sicoes da forma

Vo [n € N, = p(n)]

onde N, ={n € Z :n > r} e p(n) é uma férmula com uma variavel livre
cujo dominio é IN,.. Considere-se, por exemplo, a seguinte proposi¢ao

|
Vn nemlj1+2+3+~-+n:”“gF)

cuja prova se pode fazer apelando ao principio de indug¢ao matemaética gene-
ralizado. Seja p(n) a férmula

n(n+1)

L4243+ 4n="—"

e A C N o conjunto de verdade de p(n).

Fazendo n = 1 é imediato comprovar que p(1) é uma proposicao ver-
dadeira e, portanto, 1 € A. Suponha-se agora que n € A, ou seja, que para
um dado inteiro n > 1, fixado arbitrariamente, se verifica a proposigao p(n)
— hipétese de inducao. Vejamos o que se passa com p(n + 1). Ora

14243+  4ntn+1) = (1+2+3++n)+ (n+1)
+1
= ﬁgé—l+or+n

- (n+1)(;n+1> _ (n+1)2(”+2)

e, portanto, da validade da proposi¢ao p(n) resulta a validade da proposi¢ao
p(n + 1). Isto significa que se n € A entdao n + 1 € A. Pelo principio de
indugao pode concluir-se que A = IN; o que significa que p(n) se verifica
paratodoon=1,2,....
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Exemplo 2.12 Sendo x > 0 um ntmero real pretende-se mostrar que
Vo [neN; = (14+2)" > 14 a"]

Por uma questao de comodidade denote-se por p(n) a férmula (1 +2)” > 1+ 2" e
aplique-se a p(n) o método de indugao.

Para n = 1 obtém-se 1 > 1 o que mostra que p(1) é uma proposigao verdadeira.
Suponha-se, hipétese de indugdo, que para n > 1, arbitrariamente fixado, p(n) se
verifica e considere-se entdo p(n + 1):

(I+2)"™ = (1+2)"(1+2)
(1+2")(1+2) = 14+z+a"+2"H

>
> 1 + .’L‘”+1

Entao da validade de p(n) resulta a validade de p(n+ 1) e, portanto, pelo principio
de inducdo matemética pode afirmar-se que p(n) se verifica qualquer que seja n =
1,2,3,....

Exemplo 2.13 Sendo n € IN, n > 13 pretende-se verificar que
n? < <3> (2.21)
2
Designe-se por p(n) a férmula (2.21). Fazendo n = 13, vem

1594323 (3) o

8192 2

132 = 169 < 194 < 5

e, portanto, p(13) é verdadeira. Suponha-se agora, hip6tese de inducdo, que para
n > 13, fixado arbitrariamente, se tem n? < (3/2)": entdo

(n+1)? = (1+i)2n2

1\* , 196 ,
< (1—1—13>n:169n
3
2
3
2

A

verificando-se, portanto, p(n + 1) sempre que se verifica p(n). Tendo em conta o
principio de indugao generalizado, pode concluir-se que

3 n
2 —
n- < <2>

<

para todo o n > 13.
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Exercicios 2.2.1

1. Provar as sequintes proposi¢coes

(a) Vo [neIN=124+22+..-4+n? = n(n+1)(2n+1)/6]

() Vp[neN=13+2%+...4n% = (n(n+1)/2)?]

() ¥y [neN=1+3+5+4(2n—1) = n?]

(d) Vi [ne NAR>2 = VY, [2" —y" = (x —y) (™t + a2y +
ot ay" 4yt

(e) Vo [n €N = 2 divide n(n+1)]

(f) ¥n [n € N= DIz = nl]

(g) ¥n[n€IN=2" > n]

(h) Vo [neN=Vyop[a,be RAa>b>0=0a" > b"]]

o n2 n

(’L) v’n. [TLE]N:} ﬁig+ﬁ+"'+7l(nl+2) = 4(5_&.15?24.2)]
() 1-24+2-34+3-44+---+n-(n+1)=n(n+1)(n+2)/3
(k) T3+ 35+ 31+ + mmrn = wiT

(1) n3+ 2n € divisivel por 3 qualquer que seja n € IN

(m) T —1 € divisivel por 6 qualquer que seja n € IN
n) 11" — 6 € divisivel por 5 qualquer que seja n € IN
J
(0) 67" —2-3" € divisivel por J qualquer que sejan € N
(p) 3™+ 7" — 2 € divisivel por 8 qualquer que seja n € N

2. A sucessio (an)nen € definida por
a1 = 1
Gn+1 = Gn + 8N
Descobrir uma formula fechada para a,, e prove a sua validade por indug¢do.

3. Seja (an)n=1,2,.. uma sucessio definida recursivamente por

a; = 1
{ ap, an—1+2\/ap1+1, n>2
Mostrar que a,, € um numero inteiro qualquer que seja n € IN.

4. Descobrir e provar por indugdo uma formula para

o]
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2.2.1 Formas equivalentes do principio de inducao finita

A versao do principio de indugao tal como foi estabelecido na axiomatica
de Dedekind-Peano, apresentada no inicio deste capitulo, é, muitas vezes,
designada por forma fraca do principio de indugao, por oposicdo a uma
outra formulacao que lhe é equivalente e que é conhecida por forma forte
do principio de indugao ou, mais simplesmente, por inducao completa. A
inducao completa tem a seguinte formulacao

Sendo A um conjunto de ntimeros naturais tal que

1. 0 € A,
2.V, [neN = [{0,1,....n} CA=n+1€A]]

entao A = IN.

Nalgumas situacoes a aplicacao do método de inducao completa é mais facil
do que o principio de inducao fraca.

Para demonstrar que as duas formulagoes sao equivalentes é necessario
fazer apelo a uma propriedade importante do conjunto IN que é conhecida
por principio da boa ordenacgao.

Seja A um subconjunto qualquer do conjunto ordenado IN. Um elemento
a € A dir-se-a primeiro elemento de A se e s6 se verificar a condigao

Velz €A = a<xa]
podendo verificar-se que quando um tal elemento existe ele é tnico.

Teorema 2.14 Todo o subconjunto nao vazio de IN possui primeiro ele-
mento.

Demonstragao: Seja A C IN nao vazio e suponha-se, por redugao ao absurdo
que A nao possui primeiro elemento. Designando por A° o complementar de A em
IN, considere-se o conjunto

T={nelN: Vyen[m<n=meA°]}.

Como 0 nao pode pertencer a A (de contririo seria certamente o primeiro elemento
de A) entdo 0 € A€ e, portanto, 0 € T. Suponha-se agora que k € T. Da definigao
de T, resulta entao que os nimeros 1,2,...,k pertencem todos a A°. Quanto a
k 4+ 1 nao pode pertencer a A pois de contrario seria o seu primeiro elemento o que
é contra a hipotese feita; entao k + 1 € A€ e, portanto, K+ 1 € T. Visto que
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(a) 0T, e
(b) Ve [keT=k+1eT]

entdo, pelo Axioma N5, segue-se que T = IN. Em consequéncia vem A¢ = IN e,
portanto, A = ) o que contradiz a hip6tese considerada. Logo A possui primeiro
elemento. a

E costume traduzir o resultado deste teorema dizendo que IN é um conjunto
bem-ordenado.
Seguidamente, com base neste teorema, demonstrar-se-a o seguinte:

Teorema 2.15 Em IN wverifica-se o principio de indu¢do completa, ou seja,
sendo A um conjunto de nimeros naturais tal que

1. 0 e A,
2.V, [nelN = [{0,1,...,n} CA=n+1€Al]]

entao A = IN.

Demonstracao: Seja A€ o complementar de A. Se A¢ = () entdo o teorema
estd trivialmente demonstrado e, portanto, suponha-se que A€ # @. Pelo principio
da boa ordenacao — teorema 2.14 — A€ possui um primeiro elemento que se de-
signard por k. E claro que k # 0 visto que 0 € A por hipétese.; por outro lado,
0,1,2,...,k — 1 tém de pertencer todos a A pois de contrario algum deles seria o
primeiro elemento de A€ e nao k como se supds. Entao, pela segunda condigao do
teorema, ter-se-4 também k£ € A o que contradiz a hipdtese de ser k o primeiro
elemento do complementar de A. Assim, ter-se-4 necessariamente A¢ = O e,
portanto, A = IN. a

Para completar o ciclo de implicacoes que nos permite concluir a equiva-
léncia dos dois principios de inducao e do principio da boa ordenacao de IN,
mostrar-se-a4 agora que o principio de inducao completa implica a indugao
fraca.

Teorema 2.16 Suponha-se que se verifica em IN o principio de indugdo
completa e seja A wm conjunto de numeros naturais tal que

1. 0€ A,
2.VpnelN = [neA=n+1ecAl]

Entao A = IN.
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Demonstracao: Suponha-se que se verificam as duas condi¢oes acima. Visto que
a proposicao
Voen [{0,1,...,n} CA = ne€ A]

é evidentemente verdadeira, entao tem-se que
Vnen [[{0,1,...,n} CAA[nEA=n+1€A]]
donde resulta imediatamente
Voen [{0,1,...,n} CA = n+1ecA]

Pelo principio de indugao completa ter-se-d4 entdo A = IN, ficando demonstrado o
teorema. O

Suponha-se que p(n) é uma afirmagdo sobre o nimero natural n e que
r ¢ um numero natural fixado. Entao a demonstracao por inducao de que
p(n) se verifica para todo o n > r requer os dois seguintes passos:

1. Verificar que p(r) é uma proposi¢ao verdadeira.

2. Verificar que se k > r e se p(r),p(r +1),p(r + 2),...,p(k)
sao proposigoes verdadeiras, entdo p(k + 1) também é ver-
dadeira.

Exemplo 2.17 Mostrar, por inducdo completa, que qualquer mimero natural
maior que 1 se pode decompor num produto de factores primos.

Resolucao. Seja p(n) a afirmacao de que quando n é um ndimero natural maior
que 1 se pode decompor num produto de factores primos. O objectivo agora é o de
provar que p(n) é uma proposicao verdadeira qualquer que seja n > 1.

1 - p(2) é, evidentemente, uma proposicao verdadeira pois que 2 (sendo primo)
pode ser factorizado num produto de factores primos (neste caso com um sé factor).

2 — Suponha-se agora que p(2), p(3), . .., p(k) sdo proposicoes todas verdadeiras.
Pretende-se entao mostrar que da veracidade destas proposigoes resulta a veracidade
de p(k +1).

Se k + 1 for um ntmero primo a afirmagao é trivialmente verdadeira. Se k + 1
nao for primo entao é um nimero composto sendo, portanto, possivel encontrar dois
inteiros positivos m e n tais que k+1 = m-n onde tanto m como n sdo menores que
k. Pela hipétese de inducao completa, tanto m como n se podem decompor num
produto de factores primos e, portanto, o mesmo acontece a k + 1. Logo p(k + 1)
é uma proposicao verdadeira, como se pretendia mostrar.

Exemplo 2.18 Para mostrar que as trés formulacoes alternativas da inducao
matematica — principio de inducao finita, principio da boa ordenagao e principio
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da indugao completa — podem ser usadas para resolver o mesmo tipo de problemas
exemplificar-se-4 a demonstragao da conhecida proposicao

Vp[neN; = 14+2+---+n=n(n+1)/2]

usando agora o principio da boa ordenacao.
Represente-se por p(n), como é habitual, a férmula

1
1424+---+n = 5n(n+1)

Seja

A={neN;:—pn)}
Se A = () entdo a proposigdo fica automaticamente demonstrada. Suponha-se
entdo que A # (). Pelo principio da boa ordenagéo, A tem um primeiro elemento,
k. Visto que p(1) é evidentemente verdadeira, entdo 1 ¢ A e, portanto, k # 1,
donde se pode concluir que £k — 1 € IN;. Como, por outro lado, £k — 1 ¢ A entao
p(k — 1) é verdadeira. Entdo, tem-se o seguinte:

1
L2+t (k=1 +k = 5 (k=Dk+k

. k(;(kl)Jrl) _ %k(lﬁtl)

o que mostra que p(k) é uma proposicao verdadeira. Mas isto é contraditério com o
facto de k ser o primeiro elemento de A. A contradicao resultou de se supor que A
era nao vazio o que, portanto, é falso. Ou seja, p(n) verifica-se para todo o n € INj.

Exemplo 2.19 Mostrar, usando o principio da boa ordenacdo, que /2 é um
numero irracional.

Resolugao. Suponha-se, pelo contririo, que v/2 é racional; isto é, que existem
niimeros 7, s € IN; tais que /2 = r/s. Entdo,

A = {z€N:z=nV2 para algum n € N;}

serd um conjunto nao vazio de nimeros naturais (em particular conterd, por hip6tese,
o niimero 7). Pelo principio da boa ordenagao o conjunto A possuird um primeiro
elemento: suponha-se que é k esse elemento. Seja m € IN tal que k = m+/2. Entao
m(v/2 —1) = k —m é um niimero natural menor que m (visto que 0 < v/2 —1 < 1)
e, portanto, ¢ = m(v/2 — 1)/2 é menor que k. Mas ¢ = 2m — k o que significa
que ¢ € IN, por um lado, e, por outro lado, ¢ € A. Esta conclusao é contraditoria
visto que se encontra em A um elemento menor que k. Entao A devera ser vazio
e, portanto, v/2 ndao é um nimero racional.

Exercicios 2.2.2
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1. Mostrar que 7, o conjunto dos niumeros inteiros, nao possui a propriedade da
boa ordenagao para o que basta apresentar um subconjunto ndao vazio de 7L
que mao possua primeiro elemento.

2. Mostrar que \/3 € irracional usando o principio da boa ordena¢io de IN. Se
pretendesse usar a mesma técnica para mostrar que /4 € irracional onde é
que a demonstracdo falhava?

3. Sejam « e 3 as solugoes da equacdo
2?—z—-1=0

com a > 0. Para n € Ny qualquer define-se

a — ﬁn
A sucessao (fn)nen € conhecida por sucessdo de nimeros de Fibonaci de que
se voltard a falar no sequimento.
(a) Determinar fi1, f3 e f4.
(b) Mostrar que ¥, [n € N1 = fri0 = fny1 + ful.
(¢) Mostrar que f, € inteiro qualquer que seja n € INy.
(d) Mostrar que f, < (13/8)" qualquer que seja n € INy.

(e) Mostrar que f2,1 — fnfntz = (=1)" qualquer que seja n € IN;.
(f) Mostrar que para todo o n € Ny

fn

n

Zfi = fnt2—1

i=1
4. Seja (an)n=1,2,... uma sucessio tal que a1 = as =1 e paran > 3,
a, = 4a,_1+ Danp_o
Mostrar que para n > 3, se tem
2

1
= — 5” —_
035 15 +

~ (-1

2.3 Introducgao ao Calculo Combinatodrio

O céalculo combinatério tem por objecto o estudo de problemas relativos ao
nimero de elementos de diferentes conjuntos que podem ser obtidos a partir
de conjuntos dados.

Definicao 2.20 Dados dois conjuntos A e B diz-se que A é equipotente
a B se e so se for possivel estabelecer uma correspondéncia bijectiva entre
eles.
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Esta relagao de equipoténcia entre conjuntos é reflexiva, simétrica e tran-
sitiva. Logo é uma relacao de equivaléncia.

Definicao 2.21 Diz-se que dois conjuntos tém o mesmo numero de elemen-
tos (ou a mesma poténcia) se e s6 se A e B forem equipotentes.

Deste modo, o nimero de elementos de um conjunto A — a cardinalidade
de A, card(A) — é, por asssim dizer, a propriedade que esse conjunto tem
de comum com todos os conjuntos que se possam por em correspondéncia
bijectiva com A. Por conseguinte, o nimero de elementos de A podera ser
representado indistintamente por qualquer desses conjuntos (equipotentes a
A) incluindo o préprio A.

Se A for um conjunto finito entéo é possivel definir uma correspondéncia
bijectiva entre os elementos de A e os elementos de um subconjunto de INy
da forma

{1,2,3,...,n}

para algum n € IN;. Entao card(A) = n.

Cardinal da reuniao de conjuntos. Sejam A e B dois conjuntos finitos
com cardinalidade card(A) e card(B), respectivamente. Se A e B forem
conjuntos disjuntos, isto é, se AN B = ), entao

card(AU B) = card(A) + card(B) (2.22)

Esta propriedade pode generalizar-se a um ntimero qualquer finito de parce-
las. Assim, se A1, Ag, ..., A, forem n conjuntos com cardinalidade card(A4,),
card(Asz), ..., card(A,), respectivamente, entao, se eles forem disjuntos
dois a dois, isto €, se se tiver A; N A; = ) para todo o i,j =1,2,...,n tais
que i # j, ter-se-a

card UAj = anrd(Aj)
j=1 j=1

A férmula (2.22) é valida sob a condigao de A e B terem intersecc¢ao vazia,
ou seja, sob a condigao de ser AN B = ). Porém, se tal hipdtese nao se
verificar, a férmula deixa de ser vélida. Visto que A N B estd contido tanto
em A como em B, se se aplicasse a férmula (2.22) sem qualquer correc¢ao
estar-se-ia a considerar os elementos de AN B duas vezes. Assim, a férmula
correcta, neste caso, é a seguinte

card(AU B) = card(A) + card(B) — card(AN B) (2.23)
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Exemplo 2.22 Numa turma de cdlculo hd 25 estudantes e numa turma de es-
tatistica hd 31 estudantes. De todos estes estudantes hd 13 que frequentam simul-
taneamente as duas disciplinas. Qual € o numero total de estudantes distintos que
hd nas duas turmas?

Seja C' o conjunto dos alunos da turma de calculo e E o conjunto dos alunos de
estatistica. Entao o niimero que se pretende saber é dado por card(C U E). Como
card(C N E) = 13, tem-se

card(CUE) = card(C)+ card(E)— card(CNE)
25+31—13 = 43

Ha, portanto, ao todo, 43 estudantes distintos a frequentar as duas disciplinas.

Considerem-se agora trés conjuntos finitos arbitrarios A, B e C. Apli-
cando (2.23), sucessivamente,

card(AUBUC) = card[(AUB)UC]
= card(AUB) + card(C) — card((AUB) N C)
= card(A) + card(B) — card(AN B) 4 card(C) —
card((AuB)NC(C)
Como
(AUB)NC = (AnC)U(BNnQC)
entao
card[[AUB)NC] = card[(ANC)U(BNQC)]

[
= card(ANC)+card(BNC) —
[(ANnC)N(BNQ)]

= card(ANC)+card(BNC) —card(ANBNC)

card

Substituindo na féormula anterior obtém-se finalmente

card(AUBUC) = card(A)+ card(B) + card(C) —
card(ANB) —card(ANC) —card(BNC) +
card(ANBNC)

No caso geral de n conjuntos finitos A1, Ao, ..., A, quaisquer, chega-se
a férmula

card (CJ Aj) = Zn:card(Aj) -
j=1

J=1
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> card(A4iNAj)+ > card(4;NA;NAL) —

1<i<j<n 1<i<j<k<n
4 (=) ecard(A; N Ay N---NA)

que pode demonstrar-se pelo método de indugao finita.

Cardinal do produto cartesiano de conjuntos. Suponha-se que numa
sala de baile se encontram 4 rapazes que se designam por ai,as,as,aq € 5
raparigas que se designam por by, ba, bs, bg, b5. Seja

A
B

{a1,a2,a3,a4}
{b17 b27 b37 b4a b5}

Quantos pares diferentes se podem formar, ao todo, sendo cada par cons-
tituido por um rapaz e uma rapariga? Este ntmero é, naturalmente, o
cardinal do produto cartesiano A x B, ou seja

card(A x B)

Cada rapaz pode figurar em 5 pares diferentes visto haver 5 raparigas; como
ha quatro rapazes entao podem formar-se ao todo 4 x 5 pares diferentes.
Assim,

card(A x B) = 20

Sejam agora A e B dois conjuntos finitos quaisquer, ndo vazios, e seja
card(A) = m e card(B) = n. Como B tem n elementos, cada elemento de
A dé origem exactamente a n pares diferentes de A x B. Portanto, como A
tem m elementos, serd m - n o numero de elementos de A x B.

Se um, pelo menos, dos conjuntos A, B é vazio, é claro que nenhum par
ordenado pode ser formado e, assim, A x B é também vazio. Por conseguinte,
quaisquer que sejam os conjuntos finitos A e B, tem-se sempre:

card(A x B) = card(A) - card(B)

Esta férmula generaliza-se imediatamente ao caso de produtos cartesianos
de 3 conjuntos A, B e C

card(Ax Bx C) = card[(A x B) x (]
= card(A x B) - card(C)
= [card(A) - card(B)] - card(C)
= card(A) - card(B) - card(C)
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e, de um modo mais geral, se Ay, As, ..., A, forem n conjuntos finitos,
card(A; x Ag X --- x A,,) = card(A4;) - card(4s)---card(4,)

resultado este que é facilmente provado por indugao finita.
Se, em particular, os n conjuntos Aj, As,..., A, forem todos iguais ao
conjunto A, obter-se-a

card (A") = card(A)"

Exemplo 2.23 Quantas multiplicacoes e quantas adicoes sdo executadas para
multiplicar duas matrizes quadradas de ordem n?
Resolugao. Recorde-se que se

A =laijh<ijen e B=[bijlicij<n
forem duas matrizes quadradas de ordem n, entdo a matriz produto
C = AB = [cjhi<ij<n

é definida, para cada i e cada j, por

n
cij = E aixb;
=1

Esta férmula envolve n produtos a;zbr; € (n—1) adigdes (note-se que para somar 2
nimeros se executa uma adicao, para somar 3 nimeros se executam duas adicoes,
etc.). Como C possui n? elementos entdo o célculo de C' envolve n® multiplicacoes
e n?(n — 1) adigoes.

Exemplo 2.24 Um cofre tem trés discos, cada um com as mesmas 24 letras e
s0 pode ser aberto quando se coloca uma determinada letra de cada um dos discos
numa determinada posi¢do. Supondo que se ignora o segredo do cofre, de quantas
maneiras diferentes se podem colocar as letras dos discos nas referidas posi¢oes?
Resolugao. As maneiras diferentes de colocar as letras sdo dadas por todas as
sequéncias de 3 letras escolhidas no conjunto das 24 letras disponiveis. Seja A o
conjunto de todas as letras; entao

A% = {(a,b,c):a,bcec A}
é o conjunto de todas as sequéncias possiveis e, portanto, o nimero pretendido sera

card(A%) = card(4)® = 24° = 138247
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Exemplo 2.25 Quantos nimeros diferentes de 5 algarismos se podem represen-
tar com os algarismos 1, 8, 9 no sistema decimal?

Resolugao. Os referidos ntimeros tais como 11391, 31933, etc. correspondem a
todas as sequéncias de 5 algarismos escolhidos de 1, 3, 9. Estas sequéncias sao

{1,3,9Y° = {(a,b,c,d,e) : a,b,c,d,e = 1,3,9}
Assim,

card ({1,3,9}5) = card({1,3,9})° = 3° = 243

Exemplo 2.26 Quantos nimeros de 4 algarismos se podem representar com os
algarismos 0, 2, 4, 6, 8 no sistema decimal?

Resolugao. O conjunto de todas as sequéncias de 4 algarismos escolhidos de entre
0, 2, 4, 6, 8 é dado por

{0,2,4,6,8}* = {(a,b,c,d):a,b,c,d=0,2,4,6,8}

Destas sequéncias, no entanto, nao representam ntmeros com 4 algarismos todas
as sequéncias comecadas por 0. Ora o conjunto das sequéncias que comecam por 0
corresponde as sequéncias da forma (0,z,y, z) onde z,y,z € {0,2,4,6,8}, ou seja,
ao conjunto

{0,2,4,6,8Y3 = {(2,9,2) : x,y,2 =0,2,4,6,8}

Consequentemente, o nimero pedido é dado por
card ({0,2,4,6,8}*) — card ({0,2,4,6,8}%) = 5 —5° = 625125 = 500
A resolugao deste problema pode ser pensada de modo um pouco diferente: seja

A o conjunto {2,4,6,8} e B o conjunto {0,2,4,6,8}. Entao os nimeros pedidos
correspondem as sequéncias do produto cartesiano

Ax B* = {(a,b,c,d):a € AND,c,d € B}
e, portanto, o niimero pedido é dado por
card(A x B*) = card(A)-card(B)® = 4-5° = 500

Numero de subconjuntos de um conjunto finito. Sendo A um con-
junto qualquer, o conjunto

P(A) = {X:X C A}

é, como se sabe, o conjunto das partes de A. Entre os conjuntos pertencentes
a P(A) figuram o conjunto vazio e o préprio conjunto A.

Sendo A finito, a contagem dos elementos de P(A) pode fazer-se de
maneira simples, aplicando a teoria do produto cartesiano. Com efeito, se
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for card(A) = n podem dispor-se os elementos de A numa sequéncia de n
elementos distintos
al a2 o .. an

Nestas condicbes, todo o subconjunto X de A pode ser definido fazendo
corresponder a cada elemento a; o nimero 1 ou o nimero 0, conforme a; €
X ou a; ¢ X, respectivamente. Assim, cada subconjunto X de A fica
representado por uma sequéncia de n elementos do conjunto {0,1}. Se, por
exemplo, for n = 4, as sequéncias

0110, 1001, 1111, 0000

representam, respectivamente, os conjuntos

{a27a3}) {a17a4}7 {alaa27a37a4}7 { }

No caso geral é evidente que, por este processo, fica estabelecida uma cor-
respondéncia bijectiva entre os subconjuntos de A e as sequéncias de n ele-
mentos do conjunto {0, 1}, isto é, entre P(A) e {0,1}". Assim, para todo o
conjunto finito A, ter-se-a

card (P(A)) = card ({O, 1}card(A)) _ 2card(A)

Por este facto, muitos autores denotam o conjunto P(A) por 24.

Exemplo 2.27 Calcular o nimero total de relagoes bindrias que se podem definir
num conjunto A com n elementos.

Resolugao. Visto que uma relagao binaria definida em A é um subconjunto do
produto cartesiano de A por A, entdao o nimero procurado é dado por

card (’P(AQ)) _ 2card(A2) _ 2card(A)2 _ 2n2

Exercicios 2.3.1

1. O numero de codigo da sequranca social de uma pessoa € uma sequéncia de
9 digitos (nao necessariamente distintos). Sendo X o conjunto de todos os
possiveis numeros de codigo de sequranca social, determinar o numero de
elementos de X.

2. Chama-se numero bindrio a uma sequéncia de 0’s ou 1’s. Um nimero bindrio
com 8 digitos designa-se por “byte”.
(a) Quantos “bytes” existem?

(b) Determinar o nimero de “bytes” que comegam por 10 e terminam por
01.
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¢) Determinar o niumero de “bytes” que comegam por 10 e ndo terminam
) p
em 01.

(d) Determinar o nimero de “bytes” que comeg¢am por 10 ou terminam por
01.

3. Numa sala hd n casais. Determinar o niumero de escolhas possiveis de pares
constituidos por uma mulher e um homen que nao seja seu marido.

4. Seja X o cojunto de todos os polinomios de grau 4 na indeterminada t cujos
coeficientes sao numeros inteiros nao negativos de um soé digito. Determinar
a cardinalidade de X.

5. O nome de uma varidvel na linguagem de programacdo FORTRAN € uma
sequéncia que tem no mdzrimo seis caracteres dos quais o primeiro € obriga-
toriamente uma letra do alfabeto e os restantes, se existirem, sdo letras ou
digitos. Determinar o numero de nomes distintos para varidveis nesta lin-
guagem.

2.3.1 Arranjos, permutagoes e combinacoes

Arranjos. Considere-se o seguinte problema:

Com panos de 5 cores — amarelo, verde, azul, vermelho e branco —
quantas bandeiras tricolores se podem obter, supondo que os panos
sao colocados s6 em tiras verticais?

Deste enunciado, duas bandeiras s6 podem diferir, ou pelas cores que as
formam, ou pela ordem em que estao dispostas as cores a partir da haste
da bandeira. Assim, se se designarem as 5 cores pelas letras a, b, ¢, d, e, res-
pectivamente, cada bandeira serd representada por 3 destas letras, escritas
segundo a ordem das cores, por exemplo

abc beca abd dab cde etc.

As bandeiras tricolores a que se refere o enunciado sdo, assim, representadas
pelos diferentes conjuntos ordenados de 3 cores, que é possivel formar a
partir das 5 cores consideradas. A esses conjuntos ordenados dé-se o nome
de arranjos das 5 cores 3 a 3.

De um modo geral:

Definicao 2.28 Dados m elementos quaisquer, chamam-se arranjos dos

m elementos p a p a todos os conjuntos ordenados que € possivel obter com
p elementos escolhidos arbitrariamente entre os m dados.
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O nuimero de todos os possiveis arranjos de m elementos p a p é designado

pela notacao
Ay

Deduzir-se-4 agora uma férmula que permite calcular o niimero Aj* para m
e p conhecidos. Nao faz sentido considerar arranjos de m objectos tomados
p a p se p for maior que m: assim o numero de tais arranjos é sempre igual
a zero.

Considere-se, para comegar, o seguinte caso particular:

Com as letras a, b, ¢, d quantos arranjos de duas letras diferentes
se podem formar?

Os arranjos com uma s6 letra sao evidentemente os seguintes
a, b, c, d,
em numero de 4. Pode entao escrever-se
Al =

Os arranjos com duas letras formam-se agora a custa dos anteriores, colo-
cando, a direita de cada arranjo formado por uma sé letra, cada uma das
letras dadas que ainda nao figuram nele. Assim, o arranjo a dé origem aos
arranjos

ab, ac, ad,

e nao hd mais arranjos com duas letras comecadas por a. Procedendo
analogamente com os restantes obtém-se o seguinte quadro

ab ba ca da
ac be cb db
ad bd cd de

Assim, cada arranjo com um elemento dé origem a 3 arranjos com dois
elementos, podendo, portanto, escrever-se

A} = 4.3 = 12
Considere-se agora o caso seguinte:

Determinar o niimero total de arranjos de trés letras escolhidas
entre as letras a, b, ¢, d.
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Trata-se de arranjos de 4 elementos, tomados 3 a 3. Para formar estes
arranjos pode partir-se dos arranjos ja formados de 4 tomados 2 a 2, acres-
centando & direita de cada um dos arranjos ja formados cada uma das letras
que ainda nao figuram nele. Assim, do arranjo ab resultam os arranjos

abc, abd,

E nao ha mais arranjos que contenham, nos dois primeiros lugares, as letras
ab, por esta ordem. Procedendo analogamente com os restantes arranjos,
obtém-se

abc adb bca cab cda dba
abd adc bed cad cdb dbc
ach bac bda cba dab dca
acd bad bdc cbd dac deb

que é o conjunto de todos os possiveis arranjos de 4 elementos tomados 3 a
3. Pelo esquema de construgao realizado obtém-se entao

Al = 4.3.2 = 24

ou seja, ha 24 arranjos de quatro elementos tomados 3 a 3.
Os dois casos particulares anteriores ajudam a resolver o caso geral:

Determinar o nimero de arranjos de m objectos tomados p a p
(com p < m).

Para a determinacao deste nimero observe-se que os arranjos de m ele-
mentos tomados p a p se podem obter a partir dos arranjos dos mesmos m
elementos tomados p — 1 a p — 1, juntando a direita de cada um deles uma
das letras que ainda ali nao figuram. Efectuam-se, entao, sucessivamente,
as operacoes:

1. formar os arranjos de m elementos tomados p—1ap—1. O
numero de resultados diferentes é representado por A$—15

2. colocar, a direita de cada um dos arranjos anteriores, um
dos elementos que ainda nao figuram nele. O nimero de
modos diferentes de efectuar esta operacao, em cada caso,
éigual am — (p—1) = m —p+ 1, visto ja terem sido,
em cada arranjo anterior, utilizados p — 1 elementos e nao
figurarem ainda nele m — p + 1 elementos.
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Daqui conclui-se que

Ay = Ay -(m—p+1) para p>1 (2.24)

Esta é uma férmula de recorréncia que permite calcular A" a partir do valor

de AJ" 4. Ora, qualquer que seja m # 0,

e, portanto, aplicando a férmula (2.24) sucessivamente, vem para p > 1

A" = m

Ay = AT (m—-24+1) = m(m—1)

AP = AP -(m—3+1) = m(m—1)(m—2)

Am _ Ay (m—=p+1) = m(m—-1)(m—-2)---(m—p+1)

Assim,

O nuimero total de arranjos de m elementos p a p é igual ao pro-
duto dos p nimeros inteiros consecutivos por ordem decrescente
a partir de m.

Permutacgoes. No caso particular em que se tem p = m obtém-se

m

A

que é o numero de arranjos nos quais entram todos os objectos dados. Neste
caso aos arranjos de m objectos tomados m a m dé-se o nome de per-
mutagoes. Denotando o nimero de permutacoes de m objectos por Py,

Vem
m
P — A

Para m = 1 vem P; = Al =1 e, para m > 1 qualquer,

ou seja, o numero total de permutagoes de m elementos é igual ao produto
dos primeiros m nimeros naturais 1,2, ..., m. Este produto é, como se sabe,
o factorial de m e representa-se por m!. Entao,

P, = m!



Esta formula é valida para m > 0 fazendo-se, por convengao, 0! = 1.
Usando a notacao de factorial de um nidmero inteiro nao negativo pode
dar-se a féormula de A" uma outra expressao que é a seguinte:

Ay = m(m—1)---(m—-p+1)

mm—1)--(m—-p+1)(m—-—p)(m—-p—-1)---2-1
(m—p)(m—-—p—1)---2-1

m!
(m —p)!

Com a convengao de ser 0! = 1, esta férmula mantém-se valida para p = m,
obtendo-se entao
m! m!

Y = — = !
Pm_Am_(m—m)!_ o ~ ™

Combinagoes. Considere-se o seguinte exemplo:

Um aluno deseja comprar 4 livros diferentes, mas de igual custo,
e s6 tem dinheiro para comprar 3 desses livros. De quantos
modos pode o aluno fazer a escolha de 3 livros de entre os 4 que
deseja?

Representando os livros pelas letras a, b, ¢, d a escolha que consiste em com-
prar os livros
a,b,c

¢ diferente daquela que consiste em comprar os livros
a,b,d

Mas ja a escolha a,b,c nao é distinta, neste caso, da escolha b,a,c que se
refere aos mesmos livros, mas colocados por ordem diferente.
E fdcil ver entdo que o aluno pode fazer a sua escolha de quatro modos
diferentes
abe, abd, acd, bed

sem que tenha qualquer interesse a ordem pela qual sao indicados os elemen-
tos. Por conseguinte, os modos de escolher 3 livros entre os 4, correspondem
afinal aos diferentes conjuntos que se podem formar com 3 livros tomados
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entre os 4, sem que interesse a ordem pela qual sao considerados. Tais con-

juntos (como simples conjuntos) sé podem diferir entre si pelos elementos

de que sao formados: da-se-lhes o nome de combinacgoes dos 4 livros 3 a 3.
Mais geralmente,

Definicao 2.29 Dados m elementos quaisquer, chamam-se combinagoes
desses m elementos p a p a todos os conjuntos que € possivel obter com p
elementos escolhidos entre os m dados (sem atender a qualquer ordem,).

Uma vez que se trata de simples conjuntos e nao de sequéncias ordenadas,
duas combinagoes serao distintas quando, e s6 quando, existir pelo menos
um elemento de uma que nao seja elemento da outra.

O ndmero de todas as possiveis combinagoes de m elementos p a p é
designado por

m
C’p ou

E imediato concluir que

m
= 0 quando p>m

isto é, com m elementos nao é possivel formar nenhuma combinagao que
tenha mais que m elementos. Se for p = m, isto é, se todos os elementos sao
tomados de uma sé vez, é claro que sé é possivel formar uma combinagao
que é o conjunto de todos esses elementos. tem-se pois

Assim, qualquer que seja o nimero natural p < m, as combinagoes dos m
elementos p a p serdo conjuntos contidos no conjunto total. O caso oposto
ao de tomar todos os elementos (p = m) serd o de nao tomar nenhum
(p = 0). Por comodidade de linguagem, convenciona-se dizer neste caso que
o numero de elementos da combinacao é 0. E como ha s6 uma hipotese
possivel, escreve-se

Da definigao dada para as combinagoes de m elementos tomados p a p
pode dizer-se que o nuimero de arranjos de m elementos tomados p a p se
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pode obter permutando em cada uma das combinacoes de m p a p os p
elementos que a formam, de todas as maneiras possiveis. Isto quer dizer que
os arranjos referidos se podem obter mediante as duas operagoes seguintes

1. formar as combinagoes de m elementos p a p. O ntimero de
tais combinagoes distintas é C}";

2. permutar, em cada uma das combinacoes, os seus p ele-
mentos, de todas as formas possiveis. esta operagao pode
realizar-se de P, maneiras diferentes.

Deste modo, tem-se

Am = Cm P,

m) _ A
p P Pp

ou, substituindo A} e P, pelas suas expressoes, vem

e, portanto,

Q
3
Il

m\ mm-1)---(m—-—p+1) m!
<p> a p! ~ pl(m—p)! (2.25)

Esta férmula é vélida mesmo nos casos extremos em que se tem p = m ou
p=0.
Da expressao (2.25) resulta imediatamente a seguinte identidade

m\ m
p m-—p
qualquer que seja p < m.

Exercicios 2.3.2

1. Um cddigo é constituido por seis simbolos: trés letras (L) do alfabeto (de 26
letras) sequidas de trés digitos (D). Seja X o conjunto de todos os cddigos
possiveis (LLLDDD). Determinar o nimero de elementos de X nas seguintes
condigoes:

(a) tanto as letras como os digitos podem ser repetidos;
(b) os digitos nao podem ser repetidos;
(c) as letras nao podem ser repetidas;

(d) nem as letras nem os digitos podem ser repetidos;
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10.

11.

12.

13.

Repita o problema anterior, supondo que, todos os codigos do conjunto X
contém as trés letras e os seis digitos dispostos de forma alternada (LDLDLD

ou DLDLDL).

Determinar o nimero de nimeros pares compreendidos entre 0 e 100. Deter-
minar o numero de numeros pares compreendidos entre 0 e 100 com digitos
distintos.

(a) Quantos nimeros de trés algarismos diferentes se podem formar com os
algarismos 1, 2, 8, 4, 5 e 67

(b) Dos nimeros de trés algarismos diferentes formados nas condi¢ées da
alinea anterior, quantos sao os que tém o algarismo 1 no primeiro lugar
(centenas)?

Com os algarismos 1, 2, 4, 6 e 8 quantos numeros impares de quatro algar-
ismos diferentes se podem formar? E quantos numeros impares de quatro
algarismos se podem formar?

Com os algarismos 0, 1, 2, 5 e 8:

(a) Quantos nimeros de quatro algarismos diferentes se podem escrever?
(b) Dentre esses quantos sao miltiplos de 59

(¢c) E quantos contém o algarismo 27

Quantos niumeros menores que 2000 formados por algarismos diferentes se
podem escrever com os algarismos 1, 2, 8 e 4?

Determinar o valor inteiro positivo de n tal que
(a) A% =30
(b) 10- A3 = A3~ 440

Mostrar que A}y = (n—r)- A} e usar depois este resultado para determinar
o valor de n tal que Ay =15 Ag.

Determinar o valor de k de tal forma que se tenha A" =k - A", Usar este
resultado para determinar n er se fork =5, n > r rr for tao pequeno quanto
possivel.

Seja X um conjunto com 9 elementos. Determinar

(a) o nimero total de subconjuntos de X,

(b) o nimero de sunbconjuntos de X de cardinalidade 3,

(c) o nimero de pares ndo ordenados de elementos de X.

Num departamento trabalham 4 mulheres e 9 homens. Determinar:

(a) o nimero de comissdes com 2 mulheres e 3 homens que se podem formar;

(b) o nimero de comissdes de 5 elementos com, pelo menos, 2 mulheres e 2
homens.

De quantos modos diferentes é possivel dispor numa fila, para fotografia, 3
homens e duas mulheres, se:
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(a) Os homens e as mulheres puderem ocupar indistintamente qualquer lu-
gar?

(b) Se um dos homens, o mais alto, por exemplo, ficar no meio, e todos os
restantes indistintamente em qualquer lugar?

(¢) Se ficarem alternadamente homens e mulheres, nunca dois homens sequi-
dos ou duas mulheres segquidas?

14. Com os factores primos 2, 3, 5, 7 e 11 quantos produtos diferentes de trés
factores se podem formar?

15. Numa corrida de automoveis, na qual tomavam parte 10 corredores, verificou-
se que, em cada volta, passaram junto das tribunas, ao mesmo tempo, dois
concorrentes, e que estes pares, sempre diferentes de volta para volta, foram
todos quantos se podiam formar nestas condi¢oes com os 10 concorrentes. De
quantas voltas constava o percurso?

16. Determinar o numero de formas distintas de sentar r pessoas retiradas de um
grupo de n numa mesa redonda.

17. Determinar o numero de formas distintas de sentar 17 pessoas 8 das quais
numa mesa redonda e as restantes 6 num banco corrido.

2.3.2 O binémio de Newton

Os ntimeros C7' de combinacgoes de n elementos tomados k a k aparecem na
férmula do binémio de Newton, razao pela qual sao muitas vezes designados
por coeficientes binomiais.

Teorema 2.30 (Férmula de Pascal) Se n e k forem dois nimeros in-
teiros tais que 1 < k <n — 1, entdo

)= () 6)

Este resultado pode obter-se por simples aplicacao das regras usuais da
algebra. Assim,

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
( k >+<k—1> T =1k h=Dln—1—k+1)
(n—1)! (n—1)!
Mo —k—11  (k=1l(n—F)
(n—1!n—k)+k(n—1)!
El(n —k)!

n! n
IR (k)
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Usando agora esta férmula
ny (n—1 n n—1
k] k k—1
conjuntamente com a informagcao
0 n

podem calcular-se os coeficientes binomiais através do chamado triangulo
de Pascal cujo aspecto se apresenta a seguir

n=>0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1

Cada elemento do triangulo, excepto os 1’s laterais, é igual a soma dos dois
elementos que pertencem a linha anterior e que estao de cada um dos lados
do elemento a calcular.

Se em cada linha do triangulo de Pascal se somarem todos os elementos
obtém-se a férmula

n n n n
— 9N
a qual serd demonstrada mais a frente.

A férmula do binémio de Newton. Para deduzir a formula do binrhio
de Newton considere-se o seguinte quadro

1+2)° = 1

1+z)! = 1+2

(1+x)* = 142+ 2>
(1+z)® = 1+32+32%+2°
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onde os coeficientes dos desenvolvimentos das diversas poténcias de 1 + =
sao precisamente os numeros que figuram nas correspondentes linhas do
triangulo de Pascal. Pode entao conjecturar-se que para todo o n se tem

(1+z)" = <3)+<T>x+<Z>x2+-~+(7:):::’“+~-+<Z>x” (2:26)

qualquer que seja o valor de x. Para confirmar esta conjectura far-se-a a
prova usando o método de inducao.
De facto, designando por p(n) a férmula (2.26), vem

1. p(1) é verdadeira pois que

142z =142 = <(1)>+G>x

2. Suponha-se, hipétese de inducao, que a férmula é vilida para um dado
numero inteiro nao negativo k, isto é, que se tem a igualdade

ot = () (s (e ()2
L+t = {(g)—i-(T)x—l—<§>x2+~-+<z>mk}(l+x)
Gt
o) (1) ()7 (1)
o)+ 4(6) = () {('f%(i)}‘f”
L)

Tendo em consideracao a férmula de Pascal, vem

k k+1 k+1 k+1 k
k41 2., k k+1
(14-x) = <O>+< . )a:—l—( 5 )a:—l— +< k >x +<k>az
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€ como
E\  [k+1 _1ek:_k+1 _
o) \ o ) k) \k+1)
pode finalmente escrever-se
k+1 k+1 k+1
k+1 2
(1+2) = <O>+<1>x+<2>x+
k1) o (FHT) ki
+ ( I )m + (k;—i— 1)1:
0 que mostra a veracidade da proposicao
Viken, [p(k) = p(k +1)]

Tendo em conta o principio de indugao finita fica demonstrada a férmula do
binémio de Newton para n € IN; qualquer.

A férmula (2.26) pode generalizar-se. O desenvolvimento de (z + y)”
pode obter-se a partir do desenvolvimento anterior, tendo em atencao que,
sendo x # 0, é

(x+y)" = a" <1+Z>n

Como

n 2 n
Y n n\ [y n\ [y n\ [y
14 2 — z z e g
entao multiplicando ambos os membros desta igualdade por z™ vem

n y\" n
1+ 2 =
x ( +x> (x+v)
_ n n n n—1 n n—2_ 2
= <O>x +<1>x y+<2>az y©+
n n—k, k n n
.. 2.97
+<k>x y" + +<n)y (2.27)

Usando a notagao de somatério a férmula (2.27) pode tomar a forma
n n .
(@+y)" = ( .)az”ﬂyﬂ (2.28)
—o \J
7=0
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Substituindo em (2.28) y por —y vem

(z—y)" = zn: <n> (—1)Y 2"y (2.29)

j=0 \J

Fazendo na férmula (2.26) = 1 obtém-se

DRGRCRSES

que ja anteriormente tinha sido referida; por outro lado, fazendo em (2.29)

e ()= (1) +(3) -+ (l) = o

Derivando em ordem a x ambos os membros da igualdade (2.26)

n(l+z)"! = (T) +2<Z>x+3<§>x2+'--—I—n<Z>m”_1

pelo que, substituindo x por 1, se obtém a identidade

- () o)l

Muitas outras identidades entre os coeficientes binomiais se podem obter
por processos semelhantes: por exemplo, partindo de

(1+2)" = z”: <n>:1:J

j=0 \J

e derivando ambos os membros, vem

n(l+z)" ! = ij(ﬁ)aﬂ'l
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e derivando novamente ambos os membros
n(l + m)nfl + n(n _ 1)(1 + x)an _ Zj2< ')mjl

Substituindo x por 1,

n(n+1)272 = if(f‘)

=1 \J

2.3.2.1 O teorema binomial de Newton

Newton (1642-1727) generalizou a férmula do binémio obtendo uma ex-
pressao para (x + y)* onde o é um ndmero real qualquer. Para valores
de a que nao sejam inteiros e positivos, no entanto, o desenvolvimento
transforma-se numa série infinita relativamente a qual se péem questoes
de convergéncia. Limitar-nos-emos a estabelecer aqui o teorema deixando a
sua demonstracao para os textos de Andlise Matematica.

Teorema 2.31 Seja a um numero real qualquer. Entdo para todo o x,y
tais que |x/y| <1

(@+y)* = <Of>rcjya‘j
=0 \J

onde

e Se « for um inteiro positivo n, entao visto que para j > n se tem
C]” = 0, o desenvolvimento acima indicado reduz-se a

@y =3 (’?)aﬂ‘y"—j
j=0 \J

que ¢é a férmula do binémio de Newton jé antes considerada.

e Fazendo z = x/y entdo (z+y)* = y*(2+1)* e, portanto, para |z| < 1,
vem
(14 2)* = Z ( .)zJ
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Se n for um inteiro positivo e & = —n, entao

<a>:<—n> _ —n(-n—-1)---(—mn—j+1)
J J J!

_ (_1)jn(n+1)---(n+j—1) _ (_1)j<n+j:—1>

j! J
e, portanto, para |z| < 1
1 > fn+35 -1\ .
142)™" = —— = (—1)7( : 27
(1+2)" JZ;) J

Em particular, para n =1

-0

= Y (—1)74, |2|<1
1+2) =

e, portanto,

Substituindo z por —z vem

1 =
1 :sz, |z <1
=

que € a féormula ja conhecida para a soma da série geométrica.

O teorema binomial de Newton pode ser usado para a determinagao de
raizes quadradas com precisao arbitrariamente escolhida. Tomando o = 1/2,

entao
1/2
0
enquanto que para j > 0

(1/2) R R RN ET RS
J J!
<_1)j*1 1-3---(2j—3)
27 4!
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(=171 1.2.3.4---(25-3)- (25— 2)
2J 2-4---(2j —2)j!

(=1 (2j - 2)!

J2%-1 (G = DI

_ (1Tt 2-2
g2l -1

Entao, para |z| <1

1+ 2

27 —2\ .
1 J
+Z 322]1<'_1>Z

7=1

1 1 (2 1[4\ .
14t 2, 1 3
tg? 2.23<1>2+3.25<2>Z

Se, por exemplo, se pretender calcular v/20, aplicando este desenvolvimento,
tem-se

V20 = V16+4 = 4J1+0,25

= 4 ;(0 25) — é2(0,25)2 116(0 25)3 — ]

= 4,472...

Exercicios 2.3.3

1. Usando o bindmio de Newton mostrar que

para qualquer nimero real r.

WEE==1

qualquer que seja r € IR e qualquer que seja o inteiro k > 0 tal que r # k.

2. Provar que
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10.

11.

Provar que para n inteiro positivo > 2

() -2(2) #2(5) o) o) -

. Provar que para n inteiro e positivo

2\1)  3\2 4\3 n+1\n/)  n+1

Calcular a soma

a0 ale) () e ()

Provar que para todo o real v e inteiros nao negativos k e m

()G = ()G
> ()(m) - (M)

usando a férmula do binémio e a relacio (1+x)™ (1+x)™2 = (14 2)™1+m2,

Provar que

Verificar que:

(a) 3(1—iV3) é uma das raizes cibicas de —1.

(b) g(l — 1) € uma das raizes quartas de —1.

Determine o coeficiente de x*' no desenvolvimento de (ax + x%)6.

Sendo 10y~2 o quarto termo do desenvolvimento de
Y+ —
Y

Determine m de modo que o 32 e o 8 termos do desenvolvimento de

determine o termo sequinte.

V3 vV
tenham os coeficientes binomiais iguais, e calcule o produto desses dois ter-
mos.
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2.3.2.2 O teorema multinomial

Permutacoes generalizadas. Seja X uma colec¢ao de n objectos (nao
necessariamente distintos) pertencentes a k grupos diferentes de tal forma
que

1. em cada grupo todos os objectos sao idénticos;

2. objectos de grupos distintos sao diferentes.

Por exemplo, a coleccao de letras
a,b,a,b,b,d,e,e,d

pode ser decomposta em quatro grupos: um para os a’s, um para os b’s, um
para os d’s e um para os e’s. Na colecgdo ha 2 a’s, 3 b’s, 2 d’s e 2 e’s. Alguns
autores designam estes tipos de coleccoes por multiconjuntos.

Mais geralmente, suponha-se que em cada grupo ha n; (i = 1,2,...,k)
objectos, sendo n = nj + no + - - - + ng. Chama-se permutagao genera-
lizada de X a cada um dos arranjos em linha da totalidade destes objectos.
Denota-se o numero de permutacgoes generalizadas de X por

P(?’L;nl,TZQ,.. . 7nk)

o qual seria igual a n! se todos os objectos fossem distintos, isto é, se se
tivesse k = n e, portanto, ny =ng =---=n, = 1.

Teorema 2.32 Se a colec¢ao X de n objectos for constituida por k grupos
distintos, cada um dos quais tem n; objectos idénticos (i = 1,2,...,k), entdo
o numero de permutacgoes generalizadas de X € dado por

n!

P(n;n17n27"‘7nk’) = | | |
ni1ngt---Ng:

Demonstragao: Se os objectos que pertencem ao grupo i, por exemplo, fossem
todos distintos entdo originariam n;! permutacoes dos elementos desse grupo. As-
sim, cada permutagao generalizada de X originaria nj!ns! - - - ng! permutagoes (sim-
ples) se os objectos de X fossem todos distintos. Entao sendo P(n;ny, ng,...,ng)
o numero de permutacoes generalizadas ter-se-a que

P(n;nl,ng, ce ,nk)nllng! . nk'

é igual ao numero de permutagdes (simples) se os objectos de X fossem todos
distintos, ou seja,

P(n;ny,na, ... ng)nglng! - ng! = nl
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Consequentemente,

n!
P(nyni,na, ..., ng) = ——
nypngl---Ng:

como se pretendia mostrar. d

Exemplo 2.33 As 9 letras que aparecem na palavra CONSENSOS dividem-se
em 5 grupos: um grupo com 1 C; um grupo com 2 O’s, um grupo com 2 N’s, um
grupo com 3 S’s e um grupo com 1 E. O nimero total de permutagoes generalizadas
que se podem realizar com estas 9 letras ¢é igual a

P(9;1,2,2,3,1) = = 15120

Combinagoes generalizadas. Considere-se agora uma coleccao de n ob-
jectos (nao necessariamente distintos) pertencentes a k grupos (cada um
dos quais é constituido por objectos idénticos). Os primeiros n; objectos
idénticos podem ser colocados em n lugares (de tal forma que em nenhum
lugar hé mais que um objecto) de

n

ni

modos distintos. Entao os ny objectos do grupo seguinte podem ser coloca-
dos nos lugares restantes de
n—mni
n2

modos diferentes. E assim sucessivamente até esgotar todos os k grupos de
objectos. Ao todo ha entao

n n—ni n—mip—--—MNk-1
>< X...X
ni no ng

modos diferentes de colocar os n objectos nos n lugares disponiveis. Cada
um destes modos de arrumar os n objectos é designado por combinagao
generalizada de n objectos repartidos por k grupos de objectos idénticos
e o seu numero total denota-se por

cn = "
ni,nz,...,n -
F ny,ng,...,Ng
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Do raciocinio precedente tem-se entao

n n n—nq n—mip—--—Nkg-1
= X X oo X
ny,ng,...,Ng ni n2 ng
B n! (n—mnq)! (n—ny—---ng_q)!
— omgl(n—n1)! na!(n —ng —no)! ng!(n —np —ng — - —nyg)!
n!
= ——— = P(n;ny,ng,...,ng)

?7,1!712! s nk!
Teorema 2.34 (Teorema Multinomial.) Seja n um inteiro positivo. Entdao

qUAISQUET que Sejam 0S NUMEeros T1,T2, ..., Tk

n
(wtaptetn) =Y
nit-tnp=n 1172 Nk

onde o somatorio se estende a todas as sequéncias de inteiros nao negativos
n1,n2,...,NE, tais que ny +ng + -+ +ng =n.

Demonstragao: Suponha-se que se desenvolve o produto
(x1+zo+ - +axp)(xr+xa+ - +xk) (21 + 22+ +25) n factores

até terem desaparecido todos os parentesis. Visto que cada factor tem k parce-

las, entao no final da operagao resultarao k" termos da forma z7'z5? ---x;* onde
N1, N9, -+, N SA0 inteiros nao negativos cuja soma é n, isto é, n; +na+---+ng = n.
O termo z7'x3? - - - ;¥ obtém-se escolhendo x1 em n; dos n factores, xo em ngy
dos n —ny factores, ... e xp em n dosn—nq —---—ng_1 factores restantes. Entao
o nimero de vezes que o termo z{'x5? - - -z * ocorre é igual a
n n—mn n—1ny—- " —Nk_1 n!
X X oo X - =
ny o ng nilng! -+ ny!
0 que comprova o teorema. O

Exemplo 2.35 No desenvolvimento do multinémio
(z1+ 2 4 x5 + T4 + x5)"

o coeficiente do termo z?x3zizs é igual a

7 7!
SRS
(2,0,1,3, 1> 210111311 0

122



Exemplo 2.36 Desenvolvendo o multinémio
(2.’171 — 3z + 53’,‘3)6

o coeficiente do termo z$xo23 é dado por

6 3 2
(3,172)2( 3)52 = —36000

Note-se que a férmula multinomial se reduz a férmula do binémio quando
k = 2. De facto, neste caso, ng = n — nq e, portanto,

n — n ni,..ng
(1 + x2) Z (m,nz)xl La

ni+n2=n
" n " [(n
— ny, n—mip __ ny _n—nmi
= > R R = > P R
n1=0 L 1 n1=0 1

Exercicios 2.3.4

1. Usando o teorema multinomial, mostrar que para n e k inteiros positivos

n n
k o Z(nl,ng,...,nk)

onde a soma se estende a todas as sequéncias de inteiros nao negativos ni, Na, . . .

tais que n; +mno + -+ -+ nx =n.

2. Desenvolver
(x1 + 22+ $3)4

usando o teorema multinomial.
3. Determinar o coeficiente de x3x2x532 no desenvolvimento de
10
(1 + 22 + 23 + T4 + T5)

4. Determinar o coeficiente do termo em x?x3x32% no desenvolvimento de

(1‘1 — Ty + 21‘3 — 2I4)8

5. Desenvolver (x1+x2+x3)" observando que (1 +x2+x3)" = [(21+22) + 23]
e usando entao a formula do bindmio de Newton.

6. Simplificar
(a) Zi+j+k:n (z;lk)
(b) Zi+j+k:n(_1)k(i,Zk)2j/3l+J

123

y Nk



2.4 Numeros Cardinais Transfinitos

“O infinito! Nenhuma outra questao perturbou tao pro-
fundamente o espirito humano; nenhuma outra ideia o es-
timulou de forma tao frutuosa; apesar disso nenhum outro
conceito carece de maior clarificacdo que o de infinito ...”

frase atribuida a David Hilbert

2.4.1 Conjuntos equipotentes

Um conjunto infinito de objectos é certamente “maior” que um conjunto
com um numero finito qualquer de objectos. Esta ideia, embora parecendo
inteiramente correcta sob um ponto de vista meramente intuitivo, nao esta
formulada em termos rigorosos. Se se tentar fazer o mesmo tipo de com-
paracao quando ambos os conjuntos sao infinitos é, em geral, dificil (ou
mesmo impossivel) dar uma resposta satisfatéria. Por exemplo, fard algum
sentido perguntar se hd um “maior” nimero de fracgdes (niimeros racionais)
que de numeros inteiros ou se ha mais nimeros irracionais que racionais?
Como h& uma infinidade de cada um deles, entao a questao nao ficard ade-
quadamente formulada nestes termos antes de se ter clarificado o conceito
de ser “maior” neste contexto. Ou seja, a questao que, de facto, se de-
verd formular é a de saber se ha algum método que permita comparar dois
conjuntos infinitos para saber qual deles é o “maior”.

Uma forma de analisar este tipo de problemas poderia, em principio, ser
esta: sabe-se que IN estd estritamente contido em Q; pode entao parecer
que Q deverd ser maior que IN. Num contexto onde fossem considerados
s6 conjuntos finitos este raciocinio teria perfeito cabimento. Contudo nada
garante que os conceitos validos num tal universo (dos conjuntos finitos) se
mantenham validos num universo alargado que contemple conjuntos infini-
tos. Serd o todo maior que as partes quando se trata de quantidades infini-
tas? Que significado se pode atribuir, por exemplo, a metade de infinito?
Gragas a Georg Cantor (1845-1918), matemético russo/alemao, podem dar-
se algumas respostas a estas questoes, pelo menos num certo sentido. Em
particular pode estabelecer-se, por exemplo, que @ tem tantos elementos
quantos IN, mas que IR tem mais elementos que IN. Para se compreenderem
estas relagoes é necessario, antes de mais, analisar a operagao matematica
de contagem. Foi Cantor quem em 1870, pela primeira vez, chamou a
atencao para a importancia das correspondéncias bijectivas na procura de
formas para comparar conjuntos infinitos.
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Dado um ntumero m € IN; qualquer, denotar-se-4 por IN,,,; a secgao
inicial de IN; definida por

]N[m] = {1,2,...,777,}

e sendo A um conjunto qualquer, diz-se que A tem m elementos quando
existe uma aplicacao bijectiva

v A — Ny
Dados agora dois conjuntos A e B, sejam
v: A = Ny, ¢v: B — Ny

duas bijecgoes. Se for m = n dir-se-a, naturalmente, que os conjuntos A e
B tém o mesmo nimero de elementos. Neste caso, se o objectivo a atingir
fosse apenas o de comparar o tamanho dos conjuntos A e B e nao o de saber
exactamente quantos elementos tem cada um deles, a aplicacao

po=1"loy: A - B

resolveria completamente o problema. De facto, visto que v e y sdo bijecgoes,
entdao também ¢ é uma bijeccao. Reciprocamente se existirem bijecgoes
¢:A—Bevy:A— Np, entao existe uma bijecgao v o o 1:B— Ny
Daqui resulta que, num contexto de conjuntos finitos,

dois conguntos A e B tém o mesmo niumero de elementos se
existir uma bijeccao p: A — B.

A nocao de bijeccao pode estender-se a conjuntos quaiquer, o que permite
fazer comparagoes de conjuntos arbitrarios. Recorde-se e reescreva-se a
defini¢ao 2.21 ja considerada anteriormente.

Definigao 2.37 (Cantor) Sejam A e B dois conjuntos arbitrarios. A e
B dir-se-do conjuntos equipotentes se existir uma bijeccdo ¢ : A — B
entre eles.

E imediato constatar que a relacao de equipoténcia entre conjuntos é uma
relacdo de equivaléncia. Escrever-se-4 A ~ B para significar que A ¢ B
sao equipotentes. Pode agora formalizar-se a defini¢cao de conjunto finito do
seguinte modo:
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Definicao 2.38 Um conjunto A dir-se-d finito se for vazio ou existir um
nimero m € Ny tal que A ~ N,y = {1,2,...,m}. Um conjunto que nao é
finito dir-se-d infinito.

Se A for um conjunto finito, o nimero m € IN tal que A ~ Ny, €, como se
sabe, o cardinal do conjunto A que se denota por card(A). O objectivo
agora é dar um significado a nocao de cardinalidade no caso de conjuntos
infinitos. Antes porém considere-se o seguinte resultado:

Teorema 2.39 Todo o conjunto infinito contém um subconjunto equipo-
tente a INy.

Demonstragao: Seja A um conjunto infinito qualquer. A é nao vazio e, portanto,
possui um elemento a; € A. O conjunto A\{a;} é nao vazio pois de contrario A
seria o conjunto finito {a; }. Consequentemente existird as € A\{a;}; analogamente
o conjunto A\{a1, a2} ndo pode ser vazio e, portanto, existird as € A\{a1,az2}.
Procedendo assim sucessivamente obter-se-4 um subconjunto {aj,as,...... }, de
A, que é equipotente a INy. O

Este teorema revela que o conjunto IN; é, de certo modo, “o mais pe-
queno conjunto infinito”, ja que cada conjunto infinito possui um subcon-
junto equipotente a IN;. Com base no Teorema 2.39 pode agora definir-se
conjunto finito (a partir da nogao de conjunto infinito) sem exigir o conhe-
cimento prévio do conjunto IN;. Tal definicao deve-se a Dedekind e tem a
forma seguinte:

Definicao 2.40 Um conjunto nao vazio A diz-se Dedekind-finito se e s¢
se para toda a aplicagcdo P : A — A se tem que ¢ € injectiva se e so se
for sobrejectiva. Por convencdo dir-se-d também que ¢ Dedekind-finito o
conjunto Q.

E possivel provar que sao equivalentes as Definigoes 2.38 e 2.40.

Nota 2.41 A definicao rigorosa de cardinalidade, que afinal serve para dar um
sentido a expressao “numero de elementos de um conjunto arbitrdrio”, nao é simples
e sai fora do ambito desta introducao. Indicar-se-ao, no entanto, as propriedades
bésicas que a nogao de cardinal de um conjunto deve satisfazer e que constituem,
de certo modo, uma definicao axiomatica para esta nocao. Essas propriedades sao

as seguintes:
C1. Todo o conjunto A possui um cardinal associado, denotado por

card(A). Reciprocamente, para cada cardinal v existe um con-
junto X tal que v = card(X);
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C2. card(A) =0seesdse A =0
C3. Se A ~ Ny, entdo card(A) = m;
C4. card(A) = card(B) se e sé se A ~ B.

Tendo em conta o conceito de aplicacao injectiva faz sentido a seguinte
definicao aplicavel a dois conjuntos A e B arbitrarios.

Definigao 2.42 Dir-se-a que card(A) é menor ou igual que card(B), e
escreve-se card(A) < card(B), se e sd se existir uma aplica¢ao injectiva
de A para B. Escrever-se-d ainda card(A) < card(B) para significar que
se tem card(A) < card(B) e card(A) # card(B).

2.4.2 Cardinais transfinitos
2.4.2.1 O primeiro niimero transfinito, Ng

Ao lidar com a nocao de infinito é necessario estar preparado para deparar
com aspectos que parecem estranhos aos nossos habitos finitistas. Como
se vera mais tarde, ha diferentes infinitos (ou, melhor dizendo, transfini-
tos); por isso adoptar-se-4 uma notagao apropriada para dar conta daquelas
diferengas. Usar-se-ao para tal os simbolos (introduzidos por Cantor)

que se léem “alefe zero”, “alefe um”, etc., respectivamente. Visto que INy
nio é equipotente a nenhuma das suas secgoes iniciais INj,,,) = {1,2,...,m}
entao o conjunto IN; nao é finito; acresce ainda que a aplicacao ¢ : INy — INy
definida por ¢(n) = 2n, por exemplo, é injectiva, mas nao sobrejectiva e,
portanto, INy nao é finito também no sentido da definigao 2.40 (o que nao
admira, dada a equivaléncia, ja referida, das duas definigdes). Restringindo
o conjunto de chegada da aplicacdo ¢ ao conjunto 2IN; = {2,4,6,...} a
aplicagdo . : INy — 2IN; é uma bijeccao o que prova que IN; e 2IN; sao
conjuntos equipotentes. Verifica-se assim um aspecto importante dos con-
juntos infinitos, que nao tem contrapartida nos conjuntos finitos, e que é o
facto de um conjunto infinito conter partes que lhe sao equipotentes. Este
terd sido o primeiro “paradozo do infinito” de que se tera dado conta Galileu
Galilei (1564-1642) e que tanto o tera perturbado!

Teorema 2.43 Seja A um subconjunto qualquer de INy. Entdo A € finito
ou equipotente a INy.
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Demonstragao: Suponha-se que A nao é finito. Entao A é nao vazio e, con-
sequentemente, possui um elemento menor que todos os outros. Seja a; € A esse
elemento. Seja agora az o menor elemento de A\{a;}, az o menor elemento de
A\{aj,as} e assim sucessivamente. Desta forma todos os elementos de A sao con-
siderados ficando entao construida uma bijeccao entre A e IN;. O

De acordo com este resultado todos os subconjuntos infinitos de IN; sdo
equipotentes a IN;. Estao neste caso, por exemplo, os conjuntos dos nimeros
pares positivos, dos niimeros impares positivos, dos niimeros primos, etc.

Definicao 2.44 Dir-se-a que um conjunto infinito A tem cardinalidade
No se A for equipotente ao conjunto INy, e escrever-se-d com este sentido
card(A) = Ny.

Do que atras ficou dito resulta que ha apenas um cardinal transfinito, N,
para todos os subconjuntos infinitos de INy. No entanto, IN; é, ele préprio,
subconjunto de outros conjuntos, podendo, & primeira vista, ser-se tentado
a atribuir-lhes entao uma cardinalidade superior a de IN;. Tal nao acontece
necessariamente, como o provam os seguintes resultados:

Teorema 2.45 O conjunto Z D INy € equipotente ao conjunto N1 (ou seja
card(Z) = Ny).

Demonstragao: Escrevendo Z na forma
0,+1,—1,+2,-2,43,-3,......

obter-se-4 uma bijecgdo ¢ : IN; — 7 da seguinte forma: (1) = 0, ¢(2) = 1,
»(3) = -1, p(4) =2, p(5) = =2, p(6) =3, ... O

De certo modo mais inesperado é o seguinte:

Teorema 2.46 O conjunto Q dos nimeros racionais é numerdvel (ou seja,

card(Q) = Ny).
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Demonstracao: A demonstragao resulta do processo de numeracao dos elementos
de Q" exemplificado como se segue

1 1 1 1 1 1
2 3 4 5 6
9 2 2 2 2 2
2 3 4 5 6
3 3 3 3 3 3
2 3 4 5 6
4 4 4 444
2 3 4 5 6
5 5 5 5 5 5
2 3 4 5 6
G 6 6 6 6 6
2 3 4 5 6

Assim, dispostos em quadrado semi-infinito, aparecem todos os nimeros racionais
positivos pelo menos uma vez; é possivel agora ordend-los seguindo o caminho
indicado na figura acima. Depois de eliminados todos os niimeros que se encontram
repetidos, obter-se-a

1,1/2,2,1/3,3,1/4,2/3,3/2,4 ......
o que constitui uma enumeracao de Q. Procedendo agora como na enumeracio

dos elementos de 7, juntando o 0 no inicio e colocando alternadamente ntimeros
racionais positivos e negativos, obter-se-a

0,1,-1,1/2,-1/2,2,-2,1/3,-1/3,3,-3,1/4,-1/4,2/3,-2/3,3/2,-3/2,4, ...,

o que constitui uma enumeracao de Q, verificando-se deste modo que @ é equipo-
tente a INy e, portanto, que card(Q) = Ng, o que constitui um resultado que, a
primeira vista, nao seria de esperar. a

Teorema 2.47 O conjunto A constituido por todos os niumeros algébricos
tem a poténcia do numerdvel.

Demonstragao: Um ntmero diz-se algébrico se for raiz de um polinémio de
coeficientes inteiros. Entao A é o conjunto de todos os zeros de todos os polinémios
de coeficientes inteiros, que se denota, geralmente, por Z[z]. Dado um polinémio
qualquer

p(z) = apx™ + a2 4+ a2+ a, € Z[x]

chama-se altura de p ao numero inteiro positivo definido por

h(p) = n+ Z laj].
j=0
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Como se sabe, para cada k € IN; hd apenas um ntmero finito, w(k) € IN, de
maneiras distintas de decompor k como soma de nimeros inteiros nao negativos.
Entao ha apenas w(k) polinémios distintos de altura h(p) = k, cada um dos quais
tem grau < k e, portanto, no méaximo k — 1 zeros. Para cada altura k € IN; entao
hd, no méximo, kw(k) nimeros algébricos. Ordenando os niimeros algébricos de
acordo com as sucessivas alturas dos polinémios de Z[z] de que sdo zeros, obter-
se-4 uma enumeragao de todos os elementos de A, ficando deste modo provada a
afirmacao feita. O

2.4.2.2 O segundo numero transfinito, X;

Dos exemplos atras considerados pode ficar a ideia de que, afinal, todos os
conjuntos infinitos tém a mesma cardinalidade, Ry3. Como a seguir se verd,
tal nao se verifica, no entanto.

Teorema 2.48 Seja A um conjunto ndo vazio qualquer e denote-se por
P(A) o conjunto das partes de A. Entao

card(A) < card(P(A))

(onde a desigualdade € estrita).
Demonstragao: Visto que a aplicacao

p: A — P(A)
a ~ ¢(a)={a}

¢é injectiva, entao tem-se imediatamente,
card(A) < card (P(A))

Para mostrar que, adicionalmente, se tem card(A) # card (P(A)) é necessirio
provar agora que nao existe nenhuma bijecgdo entre A e P(A). Para tal, basta
mostrar que nao hd nenhuma aplicagdo de A em P(A) que seja sobrejectiva ou,
dito de outro modo, que para toda a aplicagao

¢v: A — P(A)

existe sempre um subconjunto T de P(A) que nao é imagem por ¥ de nenhum
elemento de A. Tal demonstragao deve-se a Georg Cantor, que introduziu o sub-
conjunto T C A definido por

T = {tcA:tgy(t)}

provando em seguida que nao existe qualquer b € A para o qual se tenha ¢ (b) = T.
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De facto, seja © € A qualquer; entdo ou z € T ou x € T. Se z € T, da defini¢do
de T resulta que x € ¥(x) e, portanto, que ¥(z) # T. Se z € T entdo x & ¥(z) e,
portanto, ¥ (z) # T. Consequentemente 1 nao é sobrejectiva, como se afirmou. O

Deste teorema, fazendo A = INy, resulta a desigualdade
card(IN;) < card (P(INy)).
Denotando? card (P(IN1)) por 2%, tem-se entdo
DAL N

onde 2% ¢ o segundo cardinal transfinito, denotado geralmente por N;.

O mais conhecido conjunto cuja cardinalidade se pode provar ser igual
a N; é o conjunto IR dos numeros reais. Como a funcao f : R — (0,1)
definida por

flx) = % + %arctan(fn)

é bijectiva, entdo os conjuntos IR e (0,1) C IR sdo equipotentes e tém,
portanto, a mesma cardinalidade. Por outro lado, como os intervalos [0, 1]
e (0,1) tém a mesma cardinalidade,® entdo IR e [0, 1] tém também a mesma
cardinalidade.

Teorema 2.49 O cardinal de IR, igual ao cardinal do intervalo [0, 1], € igual
ao cardinal de P(INy), isto é, card(IR) = N;.

Demonstragao: A aplicagao 7 : P(IN1) — [0, 1] definida, para cada T € P(INy),
por

T) = 0,17e73...... = - 0,1
7(T) » TIT2T3 ; 07 € [0,1]
onde, para cadai=1,2,3,...... , se tem
o 0 se 1¢T
11 se i€ T,

2Note-se que se A for um conjunto finito com n elementos entdo P(A) é também um
conjunto finito, mas com 2" elementos.
3Para o provar basta verificar que a aplicacio g : [0,1] — (0,1) definida por

0 se =z =0,
g(z) = k_lﬂ se T = k-lu ek=0,1,2,...,
T se xe]%,%[ekzl, ,

é bijectiva.
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é, como se pode provar, uma aplicacao injectiva.
Interpretando agora 0, 717973 . . ., definido acima, como representagao binaria de
um ndmero, obtém-se uma nova aplica¢ao v : P(IN;) — [0, 1], pondo

o0

Ti
’V(T) = 077-17—27—3 ...... |[2] = ?

i=1
Visto que, como se pode mostrar, todo o nimero z € [0,1] possui uma repre-

sentacao binaria da forma 0, 7y 7o75 ... ... com 7; € {0,1} parai=1,2,3,..., entéo,
associando a cada z € [0,1] o subconjunto T, de INy definido por

T$ = {iemllﬁil}gml

pode concluir-se que v é uma aplicagao sobrejectiva. Este facto, por seu turno, im-
plica a existéncia de uma aplicagéo injectiva « : [0, 1] — P(INy) (ver exercicio 2.4.1
abaixo). Consequentemente, tendo em conta o Teorema de Shroder-Bernstein,*
existe uma aplicagdo bijectiva entre P(IN7) e [0, 1] e, portanto, P(IN7) e [0,1] s@o
conjuntos equipotentes, ou seja

card([0,1]) = card (P(INy)).

Das consideragoes feitas resulta entdo que card(R) = card (P(IN;)) = 8y, como
se pretendia mostrar. U

Exercicios 2.4.1 Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Provar que se existir

uma aplicagao sobrejectiva de A em B entao existe uma aplicacao injectiva de B
em A.

J4 atrés foi referido que v/2 ndio é um nimero racional o que significa que
a diagonal de um quadrado nao é comensuravel com o seu lado. Isto mostra
que nao existe uma correspondéncia bijectiva entre o conjunto Q e a recta
numeérica, facto este que levou a criacao do conjunto IR dos nidmeros reais.
Daqui pode entao inferir-se que existem N; pontos na recta numérica (ou,
em boa verdade, em qualquer segmento da recta numérica que nao se reduza
a um ponto). O numero cardinal transfinito Rg é frequentemente referido
na literatura por “poténcia do numerdvel” enquanto que o nimero cardinal
transfinito Ny, por razoes Obvias, é designado por “poténcia do continuo™.

Considere-se agora o segmento de recta

I =(0,1)

“Teorema de Shréder-Bernstein: Dados dois conjuntos A e B, se existirem duas
aplicagoes injectivas a : A — B e 8: B — A, entao existe também uma aplicacdo bijectiva
v:A — B.

132



e o quadrado
I = {(z,y) eR?*: 0 < z,y < 1}.

O quadrado tem &rea igual a 1 enquanto que o intervalo tem &drea igual a 0.
Seria de esperar, portanto, que houvesse mais pontos no quadrado que no
intervalo. Entretanto pode provar-se o seguinte:

Teorema 2.50 O segmento da recta real I e o quadrado I? do plano real
sao equicardinais (ou, dito de outra forma, hd tantos pontos no plano real
quantos na recta real).

Demonstragao: Considere-se um quadrado de comprimento unitario referido a
um sistema de eixos cuja origem coincide com o vértice inferior esquerdo e cujos
eixos contém os lados que se cruzam nesse vértice. Seja p a abcissa de um ponto
do lado do quadrado assente no eixo Oxz. Entao p é um nimero estritamente
compreendido entre 0 e 1. Deste niimero extraiam-se dois nimeros a e b da seguinte
forma: em a figuram todos os digitos existentes nas casas decimais de ordem impar
e em b todos os digitos existentes nas casas decimais de ordem par.(Se, por exemplo,
for p = 0.7346982340. .. vem a = 0.74924... e b = 0.368630....) O par (a,b) pode
ser representado por um ponto P = (a,b) do interior do quadrado; reciprocamente,
a cada ponto do quadrado pode, pela construgao inversa, fazer-se corresponder um
e um sé ponto da aresta considerada. KEstabelece-se assim uma correspondéncia
bijectiva p < (a,b) entre pontos do intervalo (0,1) e pontos do quadrado (0,1) x
(0,1) ou seja: hé tantos pontos no quadrado como no segmento de recta. a

De forma andloga, usando agora um cubo de lado 1, pode mostrar-se que hé
tantos pontos num cubo como em qualquer uma das suas arestas (ou ainda,
que ha tantos pontos no espago tridimensional quantos na recta!). Este
raciocinio pode generalizar-se a qualquer espago IR™ para n € INy arbitrario.

O exemplo da equipoténcia entre o segmento de recta I e o quadrado
I? merece ainda um pouco mais de reflexdo. Os dois objectos matematicos
sao claramente distintos, o que significa entdo que a sua caracterizagao nao
pode ser feita apenas a custa da nogdo de equipoténcia de conjuntos (dois
sacos, um de batatas e outro de feijoes, podem conter exactamente o mesmo
numero de objectos, mas a nossa intuigao garante-nos que eles sao clara-
mente distintos!). A diferenca entre os dois conjuntos acima referidos é de
uma indole que nao pode ser classificada em termos de cardinalidade, mas
que ultrapassa o ambito desta disciplina.

2.4.2.3 Numeros cardinais transfinitos superiores

O Teorema 2.48 da seccao anterior permite mostrar que o conjunto de todos
os cardinais transfinitos é, ele préprio, infinito. De facto, visto que, para
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qualquer conjunto nao vazio A se tem
card(A) < card (P(A))

entao ter-se-a que
N; < card (P(IR)) = N

onde Xy também se denota por 28 . Obtém-se assim um novo cardinal trans-
finito estritamente superior aos anteriores. No é o cardinal de, por exemplo,
o conjunto de todas as fungoes reais de variavel real. Por aplicacao repetida
do referido Teorema 2.48 pode construir-se uma sucessao de cardinais trans-
finitos

Ng < Ny < Ny < Ng < ...,

cujo estudo mais aprofundado nao sera aqui feito.
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Capitulo 3

Relacoes de Recorréncia e
Funcoes Geradoras

3.1 Introducao

No capitulo anterior, para determinar uma expressao para A, o nimero de
arranjos de m objectos tomados p a p, partiu-se da relacao

Ay = Ay -(m—-p+1), p=1,2,....,m (3.1)
onde A}, para cada m € NN fixado, se expressa a custa do termo anterior
APt . A férmula (3.1) é um exemplo de uma relagao de recorréncia.

Outro exemplo do mesmo tipo é dado pelos termos de uma progressao
geométrica de razao r: denotando por a, o termo de ordem n da progressao
geométrica entao este termo é igual ao produto do termo de ordem n — 1
pela razao r, isto é,

an = ranp_1, n=1273,... (3.2)

0 que constitui também uma relacao de recorréncia. Supondo que ag = 1
podem agora determinar-se os termos da sucessao (ay)neN, sequencialmente,

ar = Tap =

as = Tral = T2
az = Taz = 7"3
Gn = TOp—1 = 1"
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A condigao ap = 1 é chamada condigao inicial da relagao de recorréncia (3.2).
Neste caso, foi facil determinar a forma do termo geral independentemente
dos termos anteriores; mas nem sempre assim acontece.

Outro exemplo ainda de uma relagao de recorréncia muito conhecida é a
que é dada para definir os chamados niimeros de Fibonaci, que aparecem
em muitos problemas,

{f07f17f2af37"'}

Estes niimeros sao definidos pelas condigbes iniciais

Jo=fi=1

e pela relacao de recorréncia

fn = fn—1+fn—2

Usando esta relagao e as condigoes iniciais, podem calcular-se os primeiros
termos da sucessao

{1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1597, . . .}

A partir desta sequéncia de niimeros, contudo, nao é facil conjecturar uma
formula fechada para o termo geral da sucessao dos numeros de Fibonaci.
E, no entanto, tal formula pode ser importante para avaliar, por exemplo, o
grau de crescimento da sucessao para valores grandes da variavel n.

Esta sucessao foi estudada no séc. XIII por Leonardo de Pisa — Fibonaci
— quando se ocupava de um problema de crescimento de uma populacao de
coelhos. Fibonacci questionava-se sobre o niimero de pares de coelhos que
seria obtido na geracao m se se partisse de um tnico casal de coelhos e se
suposesse que cada par de coelhos contribuia com um casal de coelhos para
a geragao seguinte e um casal de coelhos para a geragao que vem a seguir a
esta, morrendo de seguida.
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Mantendo a mesma relagao recursiva, mas variando as condigoes iniciais,
obtém-se outra sequéncia de ntimeros diferente da primeira. Assim, fazendo,
por exemplo

lo =2 e ll =1

ln = ln1+1lao

obtém-se a sucessao
{2,1,3,4,7,11,18,29,47,76,123,199, 322, 521, 843, 1364, .. .}

cujos elementos sao conhecidos por nimeros de Lucas.
Os numeros de Lucas e de Fibonacci estdo relacionados entre si de di-
versas maneiras: tem-se, por exemplo,

f2n = fn : ln lgn = l% — 2(—]_)"
f0+f1+"'+fn:fn+2_1 l0+ll+"'+ln:ln+2_1
ln = fnfl +fn+1 5fn = lnfl +ln+1

Definicao 3.1 Dada uma sucessao de numeros ag, a1, a2, ..., 0y, ... chama-

se relagao de recorréncia a uma equacao que relaciona o termo a, com
0s termos que o antecedem e que € vdlida para todo o n maior que um dado
inteiro fizado ng.

Em muitos casos é possivel obter a partir da relagao de recorréncia e

das condigbes iniciais uma féormula explicita para o termo de ordem n. Isto
pode ser feito por iteragao sucessiva da férmula de recorréncia ou entao
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conjecturando adequadamente uma férmula fechada a qual tem de ser de-
pois demonstrada por indugao matematica, usando a relacao de recorréncia
correspondente — é o que acontece com a relagao de recorréncia (3.2), por
exemplo.

Considere-se, de novo, a relagao de recorréncia de Fibonacci
fn = faci+ foe, n=2,3,4,...
Uma forma de resolver esta relagao é procurar para ela solugoes da forma
fn=14q" (3.3)

onde ¢ é um numero real nao nulo.
Como

fac1 = @1 e fao = ¢"7?

entdo a expressao (3.3) sera solugao da relagao de recorréncia de Fibonacci
se e s6 se' ¢ # 0 satisfizer a relacdo algébrica

n n—1 n—2

q9 =4 +4q

ou seja

n—2

Pondo ¢ em evidéncia

q (qQ*qfl) =0
entao, visto que g # 0, daqui decorre que
q2 —qg—1=0
Esta equacao admite as duas solugoes

1++5 1-5
q = 9 q =

1+v5\" 1-v5\"
2 ¢ 2

!Para q = 0 obter-se-ia a sucessdo nula.

e, portanto,
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sao ambas solucoes da equacao de recorréncia de Fibonacci. Visto que a
relagao de recorréncia de Fibonacci é linear e homogénea, entao, como se
mostrara mais tarde, qualquer combinacao linear daquelas duas solugoes é
ainda solucao da equagado de recorréncia dada. Assim, a solucao geral da
relacao de recorréncia de Fibonacci é dada por

() v ()

onde c1, co sao constantes arbitrarias. Tendo em conta as condigoes iniciais

fo=fi=1

obtém-se o seguinte sistema de equagoes lineares nas incégnitas ¢ e ¢

1 = a1+c
1+v5  1-+/5
1 = C1 9 + 2 5

donde
1 1445 —“11-+5

Clzﬁ 9 302:\/5 9

Entao os nimeros de Fibonacci satisfazem a férmula

1<1+\/5>n+1 1 (1_\/5>n+1

V5 2 V5 2

paran =0,1,2,3,4,... (provar por indugao!).
Considerando agora as condicdes iniciais correspondentes a sucessao dos
nimeros de Lucas na solugao geral da relagao de recorréncia de Fibonacci

(5 a5

fn:

o = 2, 1T =1
obtém-se
2 = c1+ce
1++/5 1-v5
1 =« 5 +c2 5
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donde
V5 -2 _ V542

cp = ——, ¢C
Y N

Os numeros de Lucas satisfazem assim a férmula

V-2 (1+vB\" VE+2 (1-VB\"
V5 2 NG 2

I

paran =0,1,2,3,4,... (provar por indugao!).

Os numeros de Fibonacci ocorrem frequentemente na resolucao de pro-
blemas combinatorios. No teorema que se segue estabelece-se uma repre-
sentacao dos ntmeros de Fibonacci em termos dos coeficientes binomiais.

Teorema 3.2 Para n > 0 o nudmero de Fibonacci f, satisfaz a sequinte

relacdo
f_n+n—1+n—2++n—k
"\o 1 2 k
onde k = [n/2] (é o maior inteiro contido em n/2).

Demonstragao: Para n > 0 seja

o = (3)+ (") () e (M)

onde k = [n/2]. Visto que Cp = 0 para qualquer inteiro p > n, pode escrever-se

(n) n+n—l+n—2+ +n—k+n—k—1+ +0
g 0 1 2 k k41 n
Para completar a demonstragao terd de verificar-se que fo = g(0) e f1 = g(1) e ainda
que g(n) é uma solucdo da relagdo de recorréncia de Fibonacci, f,, = frn—1 + fn—2.
Visto que os valores iniciais juntamente com a relacao de recorréncia determinam

univocamente a sequéncia de nimeros, pode entdo concluir-se que f,, = g(n) para
todo o n > 0. Ora,

Q
—~
=
Il
N
O =
N
+
7N\
=)
~_—
|
—_
Il
=



Paran > 2

gn—=1)+g(n-2) =

n
n—1 n n—2 n n—2 n
0 1 0
n—3 n n—3 T 0 n 0
2 1 n—1 n—2
Tendo em conta a relagao entre os coeficientes binomiais
I P R )
= +
p P p—1

e aplicando-a adequadamente a expressao anterior, visto que Cgfl =1=Cje
CY =0, vem
n—1 n—1 n—2 1
()= () () ()
B n n—1 n—2 1 0
= @) () 5+ 6)

gn—1)+g(n—-2) = g(n)

o que significa que g(n) é solugao da relagao de recorréncia de Fibonacci para n > 2.
Consequentemente, f, = g(n) para todoon =0,1,2,.... O

g(n—1)+g(n-2)

Entao

3.1.1 Relagoes de recorréncia e equacgoes de diferencas

Seja (an)n=0,12,.. uma sucessao dada. Chama-se primeira diferenca desta
sucessao & sucessao (Aay)p=12,.. definida por

Aa, = ap —an_1, n=12,...

A segunda diferenca (A2an)n:273,_, é a primeira diferenca da sucessao de
primeiras diferencas (Aay,)n=12,...

A%a, = A(Aa,) = Aa, — Aa,_ 1

= ap —Gp-1 — (an—l - an—?) = ap — 2ap-1 + ap—2
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Mais geralmente, para k € INy qualquer, define-se a diferenca de ordem k,
pondo

AFa,

A (Ak_lan)
= AFlg, — A a4, n=kk+ 1,...

Chama-se equagao de diferencas a uma equagao que envolve o termo a,
e as suas diferencas. Por exemplo, a equacao

3A%(ay) + 2A(ay) + Ta, = 0 (3.4)

é uma equagao de diferencgas de 22 ordem homogénea (porque o segundo
membro da equagao é zero).

Note-se que cada a,—; (com ¢ = 1,2,...,n — 1) pode ser expresso em
termos de a,, e das suas diferencas

an—1 = an— A(ay)

an—2 = ap-1— A(an-1)
= a, — Alap) — Alay,) + A%(ay,)
= an —2A(ay) + A%(ay)

Usando estas relagoes e substituindo na equacao de diferencas, esta transfor-
ma-se numa relagdo de recorréncia. Cada relagao de recorréncia pode as-
sim formular-se em termos de uma equagao de diferencas e vice-versa, cada
equacao de diferencas pode dar origem a uma relacao de recorréncia. A
equagao de diferencas (3.4), por exemplo, pode transformar-se na seguinte
relagao de recorréncia

3(an — 2ap-1 + an—2) +2(ap — an—1) + 7a, =0

ou seja
12an = 8an_1 - 3an_2

Por este facto, as expressoes equacdo de diferencas e relacdo de recorréncia
sao usadas, muitas vezes, indistintamente.
Note-se que para resolver uma relagao do tipo

12a,, = 8an—1 — 3a,—2

é necessario conhecer or termos ag e a1, ou seja, sao necessarias duas condigoes
iniciais para resolver a equacao de diferengas (3.4).
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Exemplo 3.3 A relagdo de recorréncia
an = Nap—1, n=123,...
com a condi¢ao incial ag = 1 tem a seguinte solugao

a, = nl, n=0,1,2,3,...

3.2 Funcoes Geradoras

As funcGes geradoras, que a seguir se definem, aparecem muitas vezes, com
grande utilidade, na resolucao de problemas de contagens. Para comecar,
considere-se o seguinte exemplo:

Exemplo 3.4 Determinar o nimero de solugoes inteiras da equagdo
a+b+c =10

onde cada varidvel so pode tomar valores inteiros entre 2 e 4.
Resolugao. Este problema pode resolver-se por enumeragao explicita

B W W N D
Lo N Wk T
SC RGN TR o

H4, portanto, 6 solucoes para este problema.

Foi possivel resolver deste modo este problema por ele ser de pequenas di-
mensoes. Se as dimensoes do problema fossem substancialmente maiores, este
método, de enumeragao explicita, tornar-se-ia de dificil ou impossivel aplicabili-
dade. Vejamos entao outro método de aplicagao mais geral.

A cada variavel, a, b, ¢, associa-se um polinémio p,, pp, P assim definido: como
cada variavel s pode tomar os valores 2, 3 ou 4 entao, neste caso, cada um dos
polinémios é dado por

z? + z° + zt
Multiplicando os trés polinémios correspondentes a cada uma das trés varidveis
obtém-se o polinémio

p(x) = pa(z) () pe(z) = (2% +2° +2")?

o qual envolve as poténcias de x que vao de 6 a 12. Este polinémio é um exemplo
de uma fungao geradora.
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Visto que a + b+ ¢ = 10 entdo o coeficiente de 2% em p(z) d4 o nimero de
solugoes da equagao original nas condigoes especificadas. De facto, o coeficiente
de z'9 é igual ao ntimero de produtos da forma z%z’z° onde a,b, ¢ pertencem ao
conjunto {2,3,4} e sdo tais que a + b+ ¢ = 10. Visto que

plz) = (2 + 23 +ah)(@? + 23 +2h)(2? + 23 + 2t
= (2% 4225 + 325 + 227 + 2%) (2 + 2% + %)
= 2%+ 27+ 28 + 207 4+ 228 + 22% + 328 + 32° + 3210 + 22% + 2210 +
optl 4 10 4 11 4 12
= -~-—|—(3+2—|—1)$10+---
O niimero de solugodes inteiras da equacao dada pertencentes ao conjunto {2,3,4}
é, como ja se sabia por enumeracao directa, igual a 6.

Definigao 3.5 Chama-se série de poténcias a uma série da forma
ao+ a1z + agx® + - + anz™ + - -

onde a, (n=0,1,2,3,...) sGo nimeros reais ou complexos e x designa uma
varidvel.

Se
ap+a1r + agz? + -+ apa™ + -
bo + b1z + boz? 4 -+ + by + - - -

forem duas séries de poténcias, entao a soma destas duas séries de poténcias
é a série de poténcias dada por

(ap 4 bo) + (a1 + b))z + (ag + bo)x? + -+ (an + by)a™ + - --

e o produto destas duas séries de poténcias é a série de poténcias cujo
coeficiente de =™, n =10,1,2,... é dado por

agbn + arbp—1 + agby 2 + -+ +ayby = Z a;b;
1,5 2>0;i+j5=n

ou seja, a série de poténcias produto é dada por

o

Z Z aibj .CUn

n=0 \%,j>0;i+j=n

Se a, (n = 0,1,2,...) for, para cada n, o nimero de solugoes de um
dado problema combinatério, chama-se funcao geradora ordinaria para
aquele problema combinatério a série de poténcias

ap + a1r + agx® 4+ -+ apax™ + - -
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Note-se que qualquer polinémio é uma série de poténcias particular: por
exemplo, o polinémio
322 + 2% + 27

pode ser escrito na forma
0+ 0z + 32% 4+ 02° + 22 + 02° + 02° + 27 4+ 02° + - - -

que é uma série de poténcias com os coeficientes quase todos nulos.

A soma e o produto das séries de poténcias sao generalizacoes imediatas
das operagoes correspondentes com polindémios.

Voltando ao problema inicial, que se pode generalizar, considere-se a
equacao

a+b+c=r (3.5)

onde a,b,c € {2,3,4} er =6,7,...,12. Para cada r fixado, seja a, o nimero
de solugoes inteiras da equagao (3.5). Entao a, é igual ao coeficiente da
poténcia de ordem r da funcao geradora ordindria para este problema

g(z) = (2?2 +23+2*)3

28+ 327 + 62% + 72° + 6210 + 321 4 212

Exemplo 3.6 Dado um conjunto com n objectos o niimero de possiveis escolhas
de r objectos (0 < r < n) é dado por

@ =) = wm

A fungao geradora ordinaria para este problema combinatério é
_(n n n\ o, n 1 n\ ,
g(z) = <0>+<1)x+(2>x + +<n_1>z +<n)x
= (+a)y

Exemplo 3.7 Determinar a funcao geradora ordindria na qual o coeficiente de
x” seja o numero de solugoes inteiras nao negativas da equagao

20 +3b+5¢c = r

Resolugao. Escrevendo z = 2a, y = 3b e z = 5c¢ procura-se entao o nimero de
solugoes inteiras nao negativas da equacao

r+y+z=r
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onde z € {0,2,4,6,8,...}, y € {0,3,6,9,...} e z € {0,5,10,15,20,...}. Entao,

associando as varidveis x,y, z as séries de poténcias

gu(t) = 1+ 4+t 445+
gyt) = 1+83+104+¢9+...
g:(t) = 1+t54+¢10 44154 ...

a funcao geradora ordinaria associada a este problema é dada por

gt) = A+ ++0 4+ A+ + O+ )+ O )
1 1 1
1—t21-13 115

Exemplo 3.8 O niimero de solugoes inteiras nao negativas da equacao
a+b+c =4
¢é dado pelo coeficiente de z* na funcao
g(x) = I+z+22+2%+2%)3
ou na série de poténcias
h(z) = Q1+z+2?+a23 a2t +2°4...)3

No que se segue apresentam-se alguns resultados gerais que facilitam a
determinacao do coeficiente a,, da poténcia " na funcao geradora ordinaria.

Teorema 3.9
1. Seja a, o coeficiente de " na funcao geradora ordindria
gz) = A+z+a®+2® +a* +254..)"
Entdo a, = CT+tn—1,

2. (1—a™" = 1 Cpa™ + Cya®™ — - 4 (~1)"z™™
S (+z+22+23+-- 2™ hH = (1—a™)"A+z+a22+--)"

Demonstragao: (1) Tendo em conta o teorema binomial de Newton, tem-se o
seguinte

oa) = g = (-0
- 5 ()



onde

r!

(—n) (—n)(=n —1)(=n —2)- - (—n —r + 1)

n+1)(n+2)--(n+r—1)

_ oy M S

(4T —1)-(n+1)n(n—1)!
= 1) rl(n —1)!

(_1)T<n+:— 1) _ (_DT(nZ: 1>

Logo, substituindo na equagao anterior, vem

oz) = Qrata®t..)" = i(””l)ﬂ

n—1
r=0

n+r—1 n+r—1
a, = =
n—1 r
(2) Fazendo t = (—2™) no desenvolvimento binomial de (1 + ¢)™ obtém-se o

resultado pretendido.
(3) E fécil verificar formalmente que se tem

e, portanto,

l+z+a®+ 2™t = 1-a™)Q+a+2+2°+-)

e, portanto, tomando a poténcia de ordem n de ambos os membros obtém-se a
igualdade apresentada. O

Da primeira alinea do teorema anterior resulta ainda o seguinte:

Corolério 3.10 A funcao g(x) € a funcdo geradora associada ao problema
da determinacao do numero de solugoes inteiras nao negativas da equagao
yi+y2t+-+ys =7

s . . r+n—1
que €, assim, igual a C; 7.
Exemplo 3.11 Determinar o nimero de solugdes inteiras da equagdo

a+b+c+d =27

onde cada varidvel toma valores entre 3 e 8.
Resolucao. O ntimero de solucdes procurado é igual ao coeficiente de 27 na funcio
geradora ordindria associada a este problema, que é dada por

glz) = (@3 +a* +2°+2° 427 254
= 224z +2?+2>+2* + 2%
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O ntimero de solucoes pretendido é igual ao coeficiente de '® da funcio
h(z) = (1+z4+ 2>+ 23 + 2t +2°)1
Tendo em conta o teorema anterior

h(z) = (A4+z4+22+23+2%42°)7
= 1-2*04+z+22+2%+--)*

Pela alinea (2) do teorema anterior

4 4
1-a2%* = 1 26 4 2124 g2
1 2
e pela alinea (1) do mesmo teorema
4 5 6
(I+z+a?+a%+. )t =1+ (1>x+ <2>x2+ (3>x3+~~

Entao o coeficiente de 2'® no produto é igual a

Z aibj

i+j=15

aobis + agbg + a1203

: 1(1;) ) @ | () : (3>" (5

15131 310 9131 | 2121 313!

= 3x17Tx16-4x2x11x104+2x3x5x4 = 56
Exemplo 3.12 Determinar o coeficiente de x?* de

(3 + a2t + 2%+ )0
Resolucao. Visto que
@B+t 2+ = 2BU+a+22+--)

entdo o nimero pretendido é igual ao coeficiente de z” na funcao

g(z) = M+a+a®+2°+2* +2°+..)°

que, de acordo com o teorema (3.9), é igual a

5+9-1 13 13!
( 0 >_<9>_9!4!—13x11x5—711
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Se
ap + a1z + asx® + asxd + -+ apz® + - - -
for a série de poténcias de uma fungao g(z), entao g(z) é a fungao geradora

ordindria da sucessao (ay)n=01,2,... A partir desta fungao geradora é possivel

s gLy

construir as funcoes geradoras de outras sucessoes relacionadas com aquela.

Teorema 3.13 Se g(x) for a fun¢do geradora ordindria associada & sucessao
(an)n=0,12,.. € h(z) for a funcdo geradora associada a sucessao (bn)n=0,1,2,...,
entao
1. ag(x) + ph(z) é a fungdo geradora ordindria associada & sucessdo
(e + Bbp)n=012,...-
2. (1—x)g(z) € a funcao geradora associada @ sucessao (ap—an—1)n=0,1,2,...
(onde se faz a_; =0).

3. (I+z+22+--)g(x) € a funcdo geradora da sucessdo

(ap+ a1+ -+ an)p=0,12

sy Ly

4. g(x) - h(x) € a fungdo geradora da sucessio
(aobn + a1bp—1+ -+ + anbo)n=0,12

s lydyees

5. xg'(x) € a fungdo geradora da sucessao (nay)n=o12,... onde ¢'(x) € a
derivada de g relativamente a x.

Demonstracao: Sendo

glz) = > a;af
j=0
h(z) = ij x’
j=0
entao
1. -
ag(z) + Bh(z) = Z(Ozaj + Bb; )z’
j=0
2.
A-a)gl@) = Yajal =Y a0t
j=0 j=0

= ap+ (a1 —aog)z + (a2 —a)z® + -+ (ap — ap_1)x™ + - -
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A+z4+22+--)glz) = A+z+2°+ ) ao+ a1z +ax®+--)
= ap+ (ap +a)zx + (ap + a1 +az)x® +---

4.
oo n
g@h@) = > | D ajbuj | a"
n=0 \ j=0
5. Sendo
0 .
gx) = jaja’™
j=1
vem
o0
vg'(x) = Y ja;al
j=1
Os resultados obtidos provam cada uma das alineas do teorema. O

E f4cil verificar que

1-—2)l+z+a?+224+--) =1

e, portanto,
2 3 1
g(x) = 1+ +z°+2°+-- =
11—z
(a série de poténcias converge absolutamente para |z| < 1). A fungao g(z)
é a funcao geradora da sucessao constante a, = 1, n =0,1,2,... enquanto
que
M) = 9@ =
ST ey

tendo em conta o teorema 3.9, é a fungao geradora da sucessao

<<n + k- 1))
n n=0,1,2,3,...

Exemplo 3.14 Determinar a fungdo geradora associada a sucessdo
an, = 3n+5m% n=0,1,2,...

Resolugao. A funcéao




é a funcao geradora ordinaria para a sucessao constante a, = 1, n = 0,1,2,...
Tendo em conta a alinea 5. do teorema 3.13

, _ 1 _ T
@) =T G T G

¢ a fungao geradora da sucessao (n)n=0,1,23,... Aplicando este principio uma vez

(75) - 05

obtém-se a funcao geradora da sucessao (n2)n:0,1’2,m. Entao, tendo agora em conta
a primeira alinea do mesmo teorema,

h(x) 3zg'(x) + 5x[zg (x))

3x 5z(1 + x)
(—op " Aoy

2x(4 + x)
(1—z)?

é a funcio geradora associada & sucessdo (3n + 5n2),—01.2....-

Exercicios 3.2.1

1. Determinar as fungoes geradoras ordindrias associadas as sequintes sucessoes
(a) (1,1,1,1,0,0,0,...)
(v) (1,1,1,1,1,0,0,0,...)
(¢) (0,0,0,0,1,1,1,1,...)
(d) (1,-1,1,-1,1,-1,...)
(e) (1,2,3,4,...)
f) (1,-2,3,-4,...)
2. Determinar as sucessoes associadas as sequintes funcoes geradoras
(a) g1(z) = (2 +2)*
(b) g2(z) = 2° + €
(c) gs(z) =2°/(1 - =)

3. Determinar o coeficiente de x7 na funcdo

gx) = (1-2)

quando k =9 e quando k = —9.

(
(
(
(1,
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10.

11.

12.

13.

. Determinar o coeficiente de 7 na fungdo

g9(z) = (L+a)*

quando k =9 e quando k = —9.

Determinar o coeficiente de x2® na funcgdo
h(z) = (2% +a* +2°4+-.)°

Determinar a fungao geradora ordindria associada ao problema combinatdrio
de determinar o numero de solugoes inteiras nao negativas da equagao

at+b+ec+d =1

Determinar a funcdo geradora ordindria associada ao problema da deter-
minacdo das solugdes inteiras nao negativas da equagao

3a+2b+4c+2d = r
Determinar o numero de solucoes inteiras da equacdo
p+q+r+s =27

onde cada varidvel toma valores entre 3 e 8.

Determinar o numero de solugoes da equacdo
T +To+--+xy =T

onde cada varidvel toma apenas os valores 0 ou 1.

Determinar o numero possivel de formas de prefazer um total de 13 pontos
quando se atiram 8 dados distintos A, B, e C.

Determinar o nimero de solucgoes inteiras da equacgao
at+b+c+d+e+f =20

onde a € {1,2,3,4,5} e as outras varidveis sao maiores ou iguais a 2.
Determinar a funcdo geradora ordindria associada ao problema da deter-
minacdo do numero de solugoes inteiras da desigualdade

at+tb+e < r

onde cada varidvel toma valores entre 2 e 5.
Determinar as fungdes geradoras associadas as sucessoes

(a) (an)n=012,.. com a, = k"
(b) (bp)n=0,12,. com b, =nk"
(¢c) (cn)n=012,. . comcy,=Fk+2k*+3k>+ -+ nk"

152



3.2.1 Relagoes de recorréncia e funcoes geradoras

Dada uma sucessao (an)n:0,1,2,... seja
_ 2 n
g(z) = ap+ arx +agzr” + -+ apx” + - -

a fungao geradora associada aquela sucessao. Esta fungao geradora g(z)
contém toda a informagao relativa & sucessao (an)n—0,1,2,.. sendo muitas
vezes mais facil de manipular do que a prépria sucessao.

O termo geral da sucessao, a,,, pode ser recuperado a partir do coeficiente
de 2™ no desenvolvimento em série de poténcias de g(z). Muitas vezes é
possivel obter g(z) algebricamente e entao, depois de expressar esta fungao
em série de poténcias, obtém-se os termos a, da sucessao correspondente.

Exemplo 3.15 Resolver a relacio de recorréncia
ap = 20p-1

usando a fung¢ao geradora ordindria associada & sucessdo (an)neN-
Resolugao. Seja

g(x) = ap+ a1z +ax? + -+ apx™ 4 -

a funca@o geradora ordindria associada & sucessao (an)n=0,1,2,.... Multiplicando am-
bos os membros da relagao de recorréncia por z", vem

anx™ = 2a,_12", n=1,2,3,...
Entéao, fazendo n = 1,2, 3, ..., sucessivamente,
ar = 2a9T
asx® = 2aqz?
a 3 2 3
3L = asT
a,xr" = 2ap_12"

Somando, ordenadamente, todas estas igualdades, vem
ax+ ax? + - apz" 4 = 2(apxr + a12° + agx® + - F ap_12" 4 )
ou seja,

—ao+(ap+arz+asz®+- - 4apa”+-+) = 2a(aptarztagr’®+- - +ap_x" "+ )

153



e, portanto,
—ap +g(x) = 2zg(x)

donde
Qo

1—2x

Desenvolvendo g(x) em série de poténcias, vem

g(z) =

g(x) = ag (1+20+2%2>+2%° +.-- +2"2" +..)

e, portanto,
a, = ag-2", n=0,1,23,...

é a solucao da relagao de recorréncia dada.
Exemplo 3.16 Resolver a relagdo de recorréncia
n
ap = 20p_1 — 3 n=0,1,2,3,...

onde ag = 1.
Resolugao. Visto que ag = 1, a fungao geradora ordinaria associada a sucessao é
da forma

g(x) = 14+ a1z + aga® +---

Multiplicando por x™ a relagao de recorréncia, vem

n
apx"” = 2ap_12" — = 2"

3

e, portanto, fazendo n = 1,2, 3, ..., sucessivamente,

_ 1
ar = 2x— 3%

asx? = 2a1z?— %xQ

asz® = 2a913 — 3 x3
apxz” = 2a,_1x" — %x"

Somando ordenadamente estas equagoes
@z +asr? +-- a0 = 2@+ ar? fard + a4+ ) —
1
§($—|—2I2—|—~-~—|—nl‘n—|—-~~)
donde .
glx)—1 = 2mg(x)—g(1+2x+3x2+~-~+mc"_1+-~-)
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ou seja, .
9 1 = 2ug(a) ~ 5 f(2)

onde
flx) = 1+20+32° 4+ +na" ' 4.
= (x+x2+x3+~-~+z”+~--)l
_ 1y L e 1
N 1—-2)  \l-2)  (1-x)?2
Entao,
T 1
1 =2 e
o(z) v9(e) = 5 T
e, portanto,
x
1-2 =1—-—
donde,
3(1—2)?—x 3 — Tz + 322

) = 3w -20) © 30220 -20)

Decompondo a fracgao do lado direito em elementos simples, obtém-se

g(x) = ;<1ix+(1—1x)2+1—12x)

Como
1 2 3 n
T—2 = l+e+a"+a"+---F+a" +---
1 1\ ) .
1
on 1422+ 2222 -+ + 272" + - -

entao o termo a,,, que é o coeficiente de ™ no desenvolvimento de g(x), é dado por

24 n+42"

(1+(n+1)+2") = 3

Wl

an =

Exercicios 3.2.2
1. Determinar a funcdao geradora ordindria para a relacdo de recorréncia
On = C10p-1 + C20n—2

com ag =« e ay = 3 onde c1,ca,a, B sao constantes dadas.
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Sendo
2

9@ = T =)

a fung¢do geradora ordindria associada a uma relacdo de recorréncia que en-
volve 0s termos da sucessao (an)n=01,2,.., determinar a forma do termo geral
Q-

Resolver a relagao de recorréncia

Ay = Qp_9 +4n
com as condi¢des iniciais ag = 3 e a; = 2, usando uma fung¢do geradora
ordindria apropriada.

Determinar a funcao geradora ordindria para a rela¢do de recorréncia
Apt1 = Qan, +b"

com a condi¢ao inicial ag = ¢ onde a,b e ¢ sdo constantes e, entdo, obter o
termo geral a,.

Resolver as relagoes de recorréncia que se sequem usando o método da fungdo
geradora ordindria.

(a) an =4a,_o paran >2; ag=0,a; =1

(b) an =apn—1+an—o paran>2;a9=1a; =3

(c) an =an—1+9an—2—9a,_3 paran > 3; ap =0,a; = 1,a2 =2

(d) an, =8an_1 — 16a,_2 paran >2; ap = —1,a; =0

(e) an =3an_2 —2an_3 paran > 3; ap =1,a1 =0,a3 =0

(f) an = ban—1 — 6ap—2 —4da,_3+ 8an—yg paran > 4; ap = 0,a1 = 1,a9 =

l,az3 =2
(9) an =2an_1 —4an_o + 8an_3+ 16a,_4 paran > 4; ag = 1,a1 = 2,a2 =
l,a3 =2
Determinar a funcdo geradora ordindria da sucessdo de cubos0,1,8,...,n3 .. ..
Seja ag,ai,...,an,... a sucessdo definida por a, = n® paran = 0,1,2,....

Mostrar que
an:an,1+3n2—3n—|—1 para n=1,2,...

e, usando esta relacao de recorréncia, determinar a funcdo geradora ordindria
para a Sucessao.

Seja ap,a1,...,0n, ... a sucessdo definida por a, = C3 paran = 0,1,2,....
Determinar a funcao geradora ordindria para a sucessao.
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3.2.2 Relacgoes de recorréncia lineares homogéneas

Nao ha regras gerais para resolver uma relagao de recorréncia arbitraria.
Para certas classes de relagoes de recorréncia, contudo, hd métodos adequa-
dos que permitem resolvé-las: é o caso das relagoes de recorréncia lineares
homogéneas de coeficientes constantes. Estas relacoes de recorréncia tém a
forma geral seguinte

An = Q1Ap_1+ Q2Gp 9+ -+ apap_, n=kk+1,... (3.6)

onde a1, g, ...,a sao constantes dadas. Visto que o termo a,, é determi-
nado pelos k£ termos da sucessdo que o antecedem a equagao (3.6) diz-se
uma relacao de recorréncia de ordem k. Supoe-se oy # 0 pois de contrario a
relacdo de recorréncia seria de ordem inferior a k. A relacido de recorréncia
diz-se homogénea por nao ter termo independente.

Por exemplo, a relacao

an = 3(an_1)2—|—an_2, n=223,4,...

nao é uma relagao de recorréncia linear, embora seja homogénea. Por outro
lado,
ap, = (n+2)ap—1+2ap—2, n=234,...

é uma relacao de recorréncia linear, mas os seus coeficientes nao sdo cons-
tantes — dependem de n.

A sucessao (ap)n—o,1,2,.. fica completamente determinada pela equagao
(3.6) a partir do momento em que sejam dados os valores iniciais ag, ai, ...,
ay—1. Para resolver a equagao (3.6) procuram-se solucoes da forma

a, = 2", n=0,1,2,3,...

onde x é um ndmero a determinar convenientemente. Visto que

n_1 = 2"V, ap_o = 272, ..., ap_p = 2"
entao, por substitui¢do na equagao (3.6), obtém-se
2" — " — e 2= — g™ =0
ou seja,
ok (xk: B BN S ak) -0
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Ora x nao pode ser nulo pois isso conduziria ao anulamento de todos os
termos da sucessao; consequentemente, sendo x # 0, obtém-se a equacgao
algébrica

k k—1 k—2

¥ —oaz” T —agr" Tt — - —ap = 0 (3.7)

que é conhecida por equacao caracteristica associada a equacao de recor-
réncia (3.6). As solugbes da equagao caracteristica designam-se por raizes
caracteristicas da relacao de recorréncia (3.6).

A equacao (3.7) possui k raizes reais ou complexas, iguais ou distintas.
No entanto, como «j # 0, por hipdtese, todas as raizes sdo diferentes de
Z€ro.

Exemplo 3.17 A relacgao de recorréncia de Fibonaci

fn = fnfl + fn72
tem associada a equagao caracteristica
2?—z—-1=0

cujas raizes caracteristicas sao

Pode entao enunciar-se o seguinte resultado geral

Teorema 3.18 Seja ¢ um ndmero real ou complexo nao nulo. Entdo a, =
q" € solugao da relagao (3.6) se e sd se q for uma raiz caracteristica daquela
equacao.

Sejam ¢1(n) e p2(n) duas solugoes da relagao de recorréncia (3.6) e sejam
c1, co duas constantes. Entao,

c1p1(n) + cap2(n)

é também solugao da relagao de recursao (3.6). Para verificar esta afirmagao,
note-se, antes de mais que @1 e @9 satisfazem as equagoes

= ajp1(n—1)+api(n—2)+ -+ arpi(n — k)
arp2(n —1) + agpa(n —2) + -+ - + agpa(n — k)

6 6
==
22
I
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Multiplicando a primeira equagao por c; e a segunda por cy e somando
ordenadamente, vem

cip1(n) +cap2(n) = carpi(n—1) +crazpi(n —2) +---
+erappr(n — k) +
coa1pa(n — 1) + coanpa(n — 2) + - -+
+eaagpa(n — k)
= apfcrpi(n—1) 4+ capa(n — 1)] + az [crp1(n — 2)
+eapa(n —2)] + - +
o [erpi(n — k) + capa(n — k)]

0 que mostra que
an = c1p1(n) + c2p2(n)

é ainda solucao da relacao (3.6).

Mais geralmente, de forma semelhante, pode provar-se que se @1(n),
w2(n), ..., pr(n) forem solucoes da equacao (3.6) e c1, ca, . . ., ¢ forem cons-
tantes arbitrarias, entao

crp1(n) + cap2(n) + -+ - + crpr(n) (3.8)

¢é também solucao da mesma equacao. Dir-se-a4 que tal solugao é a solugao
geral da equacao (3.6) se todas as possiveis solugbes daquela equacao se
puderem expressar na forma (3.8) para uma conveniente escolha das cons-
tantes ¢y, co, ..., Ck.

Teorema 3.19 Se as raizes caracteristicas q1,qo, ..., q; da equacdo
an = Q1Ap—1 + @2ap_9+ -+ Qpay_
forem todas distintas, entao
an = c1q7 + cagy + -+ crqp
€ a solucdo geral daquela equacdo.
Demonstragao: Seja b, (n =0,1,2,3,...) uma solugdo qualquer da relacao de
recorréncia. Entao a sucessao b, (n =0,1,2,3,...) fica completamente determinada

pelos seus valores iniciais bg, by, . .., br_1. Mostrar-se-a que é possivel determinar as
constantes c1, ¢, . .., ¢, (de uma sé maneira) de tal forma que b,, se pode expressar
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na forma indicada no teorema. Para isso é necessario mostrar que as constantes
c1,C2, ..., cr podem ser escolhidas de tal forma que

catet-top = bo
ciq1 +c2qa + -+ g = by

......... (3.9)
gy +eags T oy = b
Neste sistema ha k equagCes lineares nas k incognitas ci,cs, ..., cp. A matriz dos
coeficientes deste sistema,
1 1 1
q1 q2 qk
k— fo— f—
q1 ! qs ! qx !

é conhecida por matriz de Vandermonde. O seu determinante, dado por

H (¢ — @)

1<i<j<k

é constituido por

k=1 +k-2)4+-+[Ek-(k-1)] = w = <§>

factores da forma ¢; — ¢; com 1 <4 < j < k. Visto que para ¢ # j se tem sempre,
por hipétese, ¢; # ¢;, entdo o determinante da matriz dos coeficientes do sistema
(3.9) é diferente de zero. Logo o sistema é possivel e determinado, ou seja, admite
uma e uma sé solucao, como se pretendia mostrar. O

Exemplo 3.20 Resolver a relacao de recorréncia
an = 2ap_1 + Gpn—9o — 2ap_3, n=23,4,5,...

com as condicoes iniciais ap =1, a1 =2 e ag = 0.
Resolugao. A equacgio caracteristica desta relagdo de recursio é a seguinte:

23 —22 —2x4+2 =0
cujas raizes sao as seguintes
=1 ¢g=-1, ¢=2
Entao

ap = 11"+ e (—1)" +¢32"

160



é a solugao geral da relagao de recursao dada. Tendo em conta as condigoes iniciais,
as constantes ¢y, co € c3 deverao satisfazer o seguinte sistema de equagoees lineares

cp+ca+tes =1
lecg+263i2
c1+co+4e, = 0

Visto que
1 11 1 1 1
1 -1 2| =]0 -2 1| =-6
1 1 4 0 0 3

entao este sistema de equagoes tem uma e uma sé solugao, que é
c1 = 2, Cy = —2/3, Cc3 = —1/3

A solucao procurada é entao a seguinte

2 1
W= 2 (1) — =927 p=0,1,2,3,...
an, 3( ) 3 n

3.2.2.1 Equacgao caracteristica com raizes multiplas

Voltando & equacao de recorréncia (3.6), pode acontecer que as raizes q1, qo,
.., g da equagao caracteristica nao sejam todas distintas. Neste caso

an, = c1q) +caqy + - + crqy (3.10)

nao é a solucao geral da equacao de recorréncia dada.
Por exemplo, a equacao de recorréncia

an = 4an—1 — 4a,_o (3.11)
tem a seguinte equacao caracteristica
2 —dz+4 =0
que tem uma raiz dupla igual a 2. Neste caso (3.10) toma a forma
ap, = 12"+ 22" = (c1+2)2" = 2"

onde ¢ = ¢; + ¢co é uma nova constante. Entao, de facto, ha apenas uma
constante nao sendo possivel, em geral, escolher ¢ de forma que as duas
condicoes iniciais sejam simultaneamente satisfeitas. Supondo, por exemplo,
que as condicoes iniciais sao ag = 1 e a; = 3 obter-se-ia

c =1
2c = 3
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sistema este que é, evidentemente, impossivel. Entao,
a, = c2", n=0,1,2,3,...

nao é a solugao geral da equacao de recorréncia (3.11). Neste caso é necessario
encontrar outra solucao associada a raiz caracteristica 2. Esta nova solugao
é da forma

anp, = n2"

De facto, tem-se
dap 1 —4an_o = 4(n—1)2""1 —4(n —2)2"2
4[(n —1)2" 1 — (n —2)2" 7
42"?2(n—1) — (n—2)] = 4n2""? = n2" = q,
0 que mostra que n2" satisfaz a equacao de recorréncia dada. Entao
ap, = 12" +can2" = (c1 +can)2"

é, como se verd, a solucao geral da relagao de recorréncia considerada. Para
o confirmar basta verificar que quaisquer que sejam os valores de ag e a1 é
sempre possivel determinar as constantes c; e ¢ e de uma sé maneira. Para
n=0en=1, vem

C1 = ap

2(61 + CQ) = a1

que é um sistema nas incognitas c; e cy sempre possivel e determinado,
quaisquer que sejam os valores atribuidos a ag e a1:

1
c1 = Qo, Cy = §(a1—2a0)

A solucao procurada é entao

1 1
an = a02"+§(a1—2a0)n2" = <a0 + §(a1 - 2a0)n) 2" n=0,1,2,3,...

Esta ideia pode generalizar-se a uma relacao de recorréncia de ordem
qualquer superior a 2. Considere-se a relacao de recorréncia

ap, = 01Gp—1+ Q2ap—o+ -+ aranp_, o #0, n=kk+1,... (3.12)
cuja equacao caracteristica é

p(x) = 2 —aPt —aah Tt -~ = 0
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Suponha-se que ¢ é, por exemplo, uma raiz tripla desta equagao, ou seja,
que se tem a seguinte decomposicao

p(z) = (z—q)r(x)

onde 7(z) é um polinémio de grau k — 3. Entao, para cadan =k, k+1,...,
g é uma raiz tripla do polinémio p,(x) definido por

pa(z) = 2" Fp(z)

= z"— gz !

o ann—Q L akxn—k

Por outro lado, ¢ é uma raiz dupla da primeira derivada de p,(x)

ph(z) = nz" ' —ai(n—1)2"? —ag(n —2)z" 3 — - —ag(n — k)" FL
e, consequentemente, é uma raiz dupla do polinémio
apl(z) = nz" —ay(n—1)z" 7t —ag(n —2)2" 2 — - —ag(n — k)" F

Em particular, para x = ¢, vem
ng® = ai(n — D¢ +as(n—2)¢" 2+ -+ ap(n — k)" *

0 que mostra que
n

ngq

é solugao da equagao (3.12).
Como g é uma raiz dupla de zp),(z) entdo g é raiz simples da sua derivada

(zpl,(z))" = n22"t—ay(n—1)22""2—as(n—2)%" 3= . —ap(n—k) 2" k!

e, portanto, é também raiz do polinémio que se obtém a partir deste multipli-
cando-o por z, ou seja,

z (zpl(x)) = n?2"—a1(n—1)22""t—ag(n—2)%2" 2~ —ay(n—k) 2" "
Substituindo x por ¢, vem
n2¢" = a1(n — 12" T+ an(n —2)2¢" 2+ +ap(n — k)2

0 que mostra que a funcao
ann

também ¢ solugao da equagao de recorréncia (3.12).
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Em resumo: se ¢ for uma raiz tripla da equacao caracteristica associada
a relac@o de recorréncia (3.12), entao

n n 2. n
qa, ng, ngq
sao solugoes da equagao considerada.
Este raciocinio pode ser generalizado, dando origem ao seguinte teorema:

Teorema 3.21 Sejam qi,qo, ..., qm raizes distintas da equagdo caracteristica
da relagcao de recorréncia

ap = Q1ap-1+Q20p 2+ -+ 0pp_k, ap#0; n=kk+1,...

de graus de multiplicidade p1,pa, ..., pm, respectivamente. Entao a solucdo
geral da relacdo de recorréncia dada tem a forma

ap = Alp+agn+ -+ amn

onde, para cada t =1,2,...,m, a solu¢do correspondente a raiz q;, de grau
de multiplicidade p;, €

1 n

n n i—1 n i—1
Gip = Ci1qi +Ciang; + -+ cipn” T g = (Cintcignt -+ cipn” g

Demonstragao: Da andlise ja feita antes do enunciado do teorema € facil concluir
que cada fungao a;,i = 1,2,...,m é solucao da relagao recursiva e, portanto, a
funcéao

an = A1n + az.n +- 4+ Am,n
é solugao da equagao recursiva.

Para mostrar que esta é a solugao geral é necessario mostrar que o determi-
nante da matriz dos coeficientes do sistema nas constantes c; j,¢ =1,2,...,m;j =
1,2,...,p;, obtido a partir das condicCes iniciais é diferente de zero. Ora este de-
terminante é, neste caso, uma generalizagao do determinante de Vandermonde que

tem o valor ﬁ(—qi) (z;) H (45 — q:)PP"

i=1 1<i<j<m

Como ¢; # ¢; para j # i entao este determinante ¢ diferente de zero o que prova
que a solugao obtida é realmente a solucao geral da relagdo considerada. O

Exemplo 3.22 Determinar a solucao da relacio de recorréncia
ap = —Qp_1+36n_9+ban,_3+2a,_4, n=4,5,...

sujeita as condigoes iniciais ag = 1,a1 = 0,a2 =1 e ag = 2.
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Resolugao. A equacgao caracteristica associada a relagao de recorréncia é
ot 42 —322 —br -2 = 0

cujas raizes sao —1,—1,—1 e 2.
A parte da solucdo correspondente a raiz tripla -1 é

(c1 + can + e3n?)(—=1)"
enquanto que a parte da solugao geral correspondente a raiz simples 2 é
C42n
Entao a solugao geral da relagao de recorréncia dada é dada por
an = (c1 + con + c3n?)(—1)" 4 42"
Para determinar as constantes c1, co, c3, ¢4 usam-se agora as condicoes iniciais

C1 +cq4 =
—c1  —cp  —c3 +2c4
c1 +2co 44c3 +4cy
—c1 —3ca —9c3 +8cy4 =

I
N = O =

este sistema é possivel e determinado, admitindo a solugao

42 29 7 10

‘=g 2= 5 4T R

62——5 C3

e, portanto, a solugao procurada é

2 29 7T 10
— (s L)yl on n=0,1,2,...
i <52 52”+52”>( VA5 n=0L2

Exercicios 3.2.3
1. Determinar o numero k na relagao de recorréncia
Up41 = kay,

se
(a) a1 =5 eaz =10
(b) a1 =5 eaz =20
2. Resolver as relagoes de recorréncia
(a) an+s = 6anio — 1layq1 + 6a, comag =3,a1 =6 ¢ ag = 14.
(b) anys = 4apia —dani1 +2a, comag=2,a1 =4 eay =T.
(¢) ants = 3apyo +4ant1 — 12a, com ag = 0,a; = —11 e ay = —15.
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. As raizes caracteristicas de uma relagao de recorréncia linear e homogénea
com coeficientes constantes sao 1, 2, 2 e 8. Determinar a relagao de recorréncia
e a sua solucdo.

. Resolver a relagao de recorréncia
na, — (5n — 5)ap,—1 = 0

onde a1 = 10. [SUGESTAO: Efectuar a substitui¢ao b, = na,.|

. Seja A uma matriz quadrada de dimensao m cujos elementos da diagonal
principal sdo todos nulos e cujos elementos nao diagonais sdo todos iguais a
1. Designando por a, os elementos da diagonal principal da matriz A™ e por
b, os elementos nao diagonais da mesma matriz, mostrar que

any1 = (m—1)b, e
bpt1 = an+ (m—2)b,
Usar este facto para obter uma relagao recursiva para a, com condigoes ini-

ciais apropriadas. Resolver esta relagao de recorréncia. Determinar a, e
by, -

. Seja D,, o determinante de ordem n > 1 definido por

1+a? a 0 0o --- 0

a 1+ a? a 0o --- 0

D, = 0 a 14+a®> a --- 0
0 0 0 0 - 1+a?

Mostrar que, para n > 3,
D, = (14+a*)D,_1 —a’Dy_

e entdo que
1— CL2n-‘,—2
1—a2

Para a®> =1 qual serd o valor de D,,.

D, = se a#1

. Resolver as relagoes de recorréncia sequintes calculando primeiro alguns valo-
res, depois conjecturando a solucdo geral e finalmente provando a sua validade
pelo método de inducado.

(a) ap =3an-1,n>1;a9=1

() an=ap_1—-—n+3,n>1;a0=2

(¢c) an=—an1+1,n>1;ay=0

(d) apb=—an-1+2,n>1;a9=1

(e) an=2an_1+1,n>1;a0=1
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3.2.3 Relacgoes de recorréncia lineares nao homogéneas
Considerem-se agora relagoes de recorréncia da forma
ap = Q10p-1+ Q2an_2 + -+ aga,_p, + f(n)

onde oy, ag, ..., ak sao constantes e f(n) é uma funcao de n. Fazendo nesta
equacao f(n) = 0 obtém-se a parte homogénea da relagao de recorréncia.

Para resolver uma relacao de recorréncia nao homogénea faz-se apelo ao
seguinte principio: se a, = ¢(n) for a solu¢ao geral da relagdo homogénea
e 6(n) for uma solugdo particular da relagao nao homogénea, entdao

an = ¢(n)+0(n)

€ a solucao geral da relagao de recorrréncia dada.
De facto, se p(n) é a solugao geral da equacao homogénea, tem-se

k
p(n) = Y _ajp(n—j) (3.13)
j=1

enquanto que, se 6(n) é uma solugao particular da equac¢ao nao homogénea,
vem

k
o) = 3 abln— ) + F(n) (3.14)
j=1

Somando (3.13) e (3.14) obtém-se
k
p(n) +0(n) = > ajlp(n —j)+6(n—j)] + f(n)
j=1

o que mostra que a, = ¢(n) + 6(n) é solucao da equagao nao homogénea.
Exemplo 3.23 Determinar a solugdo geral da relacao de recorréncia

a, = 5ay_1 — 6a,—o+6-4"

Resolugao. A relagao de recorréncia homogénea associada & relacdo dada é
Ay — DAp_1 +6a,_o = 0
a qual corresponde a seguinte equagao caracteristica

22—5x+6 =0
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As raizes caracteristicas desta equacao sdo: q; = 2 e g2 = 3. Entéo
anp = 12" 4+ 23"

é a solugao geral da relagao de recorréncia homogénea.

A fungao
O(n) = 48-4"
é uma solugao particular da relagao de recorréncia nao homogénea visto que
50(n —1) —60(n —2) +6-4" = 5-48-4""1 _6.48.4""2 464"
= 5-12-4"—-6-3-4"+6-4"
= 48-4" = 0(n)

Entao, finalmente,
ap = 12" 4+ 23" +48 - 4"

é a solugao geral da relagao de recorréncia dada.

Ao contrario do que acontece com as relagoes de recorréncia lineares de
coeficientes constantes e homogéneas, para as relacoes do mesmo tipo nao
homogéneas nao existe um método geral para determinacao de solugoes par-
ticulares. Contudo, para certas situagoes, ha algumas técnicas que permitem
resolver o problema. Eo que se passa quando o termo nao homogéneo é da
forma f(n) = n* para algum & inteiro nio negativo ou é da forma f(n) = ¢"
onde q € Q, ¢ # 1. Considere-se cada um dos casos separadamente.

1 —Se f(n) = ¢q" (onde ¢ é uma constante conhecida) e se g nao for raiz
da equagao caracteristica, procura-se uma solucao particular da forma

O(n) = Aq"

onde A é uma constante a determinar, substituindo #(n) na equagao nao
homogénea.

Se ¢ for uma raiz da equacao caracteristica de multiplicidade m, entao
procura-se uma solucao particular da forma

O(n) = An™q"

onde A é uma constante a determinar.

2 —Se f(n) = cn? e se 1 nao for raiz da equagao caracteristica, procura-se
uma solugao particular da forma polinomial

H(n) = Ay +A1n+A2n2 =+ - —i—Ajnj
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onde Ay, A1, ..., A;j sdo constantes a determinar por substituicao de 6(n) na
relagao de recorréncia nao homogénea.

Se 1 for uma raiz da equacao caracteristica de multiplicidade r, entao
procura-se uma solucao particular da forma

f(n) = Aon" + A 4 Ao 2 4 4 Ajnrﬂ
onde Ag, A1, Aa, ..., A; sao constantes a determinar.
Exemplo 3.24 Sendo

(e = 1= 2 -3 = 0

a equagao caracteristica de uma certa relacdo de recorréncia nao homogénea, deter-
minar a forma de uma solugcao particular da relagao de recorréncia completa mos
sequintes casos:

1. f(n) = 4n®+5n

2. f(n) = 4™

3. f(n) = 3"
Resolugao. As raizes da equagdo caracteristica sdo 1, 1, 2, 3, 3. Entéo a solucdo
geral da relagao de recorréncia homogénea é

anp = c1 +con+c32” + 43" + csn3™

Para solucgoes particulares da relagao de recorréncia completa procuram-se, em cada
caso, solugoes da forma

1. (n) = An?+ Bn3 + Cn* + Dn®
2. 0(n) = A-4"
3. 0(n) = A-n?.3"

Por vezes uma relacao de recorréncia nao homogénea apresenta as diver-
sas situacoes simultaneamente. Neste caso faz-se apelo ao chamado principio
de sobreposicao de efeitos que constitui o teorema que se segue.

Teorema 3.25 Se, para cadai = 1,2,...,r, a fungdo 0;(n) for uma solugao
particular da relagdo de recorréncia

an = Q1ap—1+ Q2ap—2+ -+ agan_g + fi(n)

entdo a funcdo
01(n) + 62(n) + -+ 0,(n)

€ solucao particular da relacdo de recorréncia

T
Un = 01an_1+ 02an_2 +  + Qpan_ + ¥ fi(n)
=1
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Demonstragao: Se, paracadai=1,2,...,r, 6;(n) ésolucao particular da relagao
de recorréncia

an = 1ap—1+ Q2ap—2 + -+ ki + fi(n)
entao tem-se que
0;(n) = a10;(n—1) 4+ asb;(n —2) + - + agb;(n — k) + fi(n)

pelo que somando para i =1,2,...,r

Z@(n) = alzei(n—1)+a229i(n—2)+-~-+ak29¢(n—k)+2fi(n)

0 que prova o teorema. 0

Exercicios 3.2.4

1. Determinar a soma

comecando por estabelecer uma relacdo de recorréncia apropriada.
2. Resolver as seguintes relacoes de recorréncia nao homogéneas.

(a) an=a,_1+12n%, n>1;a0=5

(b) an —4an—1+4an,—o = f(n), n > 2 onde

. fin)=1
o f(n)=n
o f(n)=3
o f(n)=2"

fn)=1+n+2743"

(¢) anta —4ant1 +3a, =16, n > 0; ag =4,a1 =2

(d) an, =4a,—1 +5-3"

(e) anp =4an_1 +5-4"

(f) an = an—1 +2ap—2+4-3", n>2;a9=11,a; =28
(9) an =4ap_1 —4an_2+2", n>2;a0=1,a;, =7

3. Resolver a relagao de recorréncia
_ 2
Ap = Ap_1+6n°, n>1

com ag = 0:
(a) usando o principio de sobreposicaio,
(b) fazendo repetidas substitui¢ies e induzindo a solugao.
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Entao determinar a soma dos quadrados dos primeiros n nimeros naturais.

. Determinar as constantes p,q e r na relacdo de recorréncia
Ap +Pap_1+qap_o=1r, n>2
sabendo que a solugcao geral € da forma
an = 12" + 3" +4

. Seja p(x) = 222 + x + 3. Determinar uma férmula para
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Capitulo 4

Teoria dos Grafos

4.1 Introducao

A teoria dos grafos tem a sua origem na necessidade de representar por
esquemas as relagoes existentes entre os elementos de um conjunto. Neste
sentido, constitui um ramo especifico da teoria das relacoes binarias definidas
num conjunto. KEsta teoria cobre um vasto campo de aplicagoes que vao
desde a fisica até certos dominios da arte, passando pela quimica, biologia,
sociologia, economia, gestao, engenharia, etc.

A nocao de digrafo ou grafo dirigido, foi ja referida a propédsito da re-
presentacao geométrica de uma relagdo binaria definida num conjunto. Se
R for uma relagao simétrica, entdo sempre que (x;,x;) pertence ao digrafo
também (z;,z;) lhe pertencerd. Neste caso a ligacdo entre dois vértices
(quando existe) faz-se sempre nos dois sentidos, podendo representar-se este
facto por uma aresta tnica (nao dirigida). Obtém-se, assim, um grafo nao
dirigido (ou, simplesmente, grafo). Embora a teoria dos grafos seja um
instrumento natural para o estudo das relagoes binarias, ha, hoje em dia,
muitos outros tépicos de matemaética quer pura quer aplicada para os quais o
recurso a teoria dos grafos constitui uma atitude natural. Na figura seguinte
apresenta-se um exemplo de um grafo (nao dirigido).
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1 6 8
3 I
5 7

Embora o aparecimento da teoria dos grafos se possa situar ao tempo
de Euler (1707-1783) o seu desenvolvimento enquanto teoria auténoma é
bastante recente. Por este facto, muitas das notacoes e designagoes que se
usam a seguir podem variar bastante na literatura técnica dedicada a este
assunto.

4.1.1 Definigoes basicas

Chama-se grafo G = (V, E) a uma estrutura constituida por um conjunto
finito! V' de vértices (também designados por nés) e um conjunto finito £
de arestas de tal forma que cada aresta estd associada a um par de vértices

5
4 f 3

V ={1,2,3,4,5}, E={a,b,c,d,e,f}

Sendo e uma aresta e v, w dois vértices, escreve-se ¢ = {v,w} ou e =
{w, v} dizendo-se entdo que e é uma aresta entre v e w ou que a aresta e
liga os vértices v e w que, por este facto, se dizem adjacentes. Uma aresta
que liga um vértice a si proprio designa-se por lacete.

Na representacao pictorica de um grafo, os vértices sao representados
por pequenos circulos afectados de um simbolo que constitui o seu nome,
enquanto que as arestas sao representadas por linhas que ligam dois vértices
(segmentos de recta ou linhas curvas).

ITambém se podem considerar grafos infinitos com um conjunto numerével de vértices.
Aqui, no entanto, apenas se estudard o caso dos grafos com um ntumero finito de vértices.
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Se entre dois vértices existir mais que uma aresta entao, se for necessario
efectuar distingoes, o grafo correspondente toma o nome de multigrafo e as
varias arestas que ligam os mesmos dois vértices também se designam por
arestas multiplas. No entanto, na literatura da especialidade, em geral, o
termo grafo é empregue mesmo quando possui arestas multiplas.

Neste contexto, chama-se grafo orientado ou digrafo ( “directed graph”)
a uma estrutura G = (V, E) onde, novamente, V' é um conjunto finito de
vértices e F um conjunto finito de arcos dirigidos. A seguir apresenta-se
um exemplo de um digrafo com 6 vértices e 10 arcos dirigidos.

Num digrafo escreve-se e = (v, w) para significar que e é um arco que
liga v a w orientado de v para w. Neste caso diz-se que v é adjacente ao
vértice w, que o arco e é incidente sobre w e emergente de v.

Um grafo diz-se simples quando nao possui lacetes nem arestas multiplas.
O grafo que se segue
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w

é um exemplo de um grafo simples.

Um tipo de grafos com muita importancia em problemas de empare-
lhamento (casamentos, distribuigao de grupos de tarefas por grupos de pes-
soas, etc.) sao os chamados grafos bipartidos que sao grafos nos quais os
vértices podem ser cindidos em dois conjuntos disjuntos V' e W tais que cada
aresta liga sempre um vértice de V' a um vértice de W. Neste caso denota-se
por G = (V,W; E). Na figura que se segue apresenta-se um exemplo de um
grafo bipartido

a

b
p r
q

V= {apah, W ={br}, G= (V,IV;E)

Um grafo diz-se nulo se possuir apenas vértices sem arestas nem lacetes;
por outro lado, no extremo oposto, um grafo diz-se completo quando entre
cada par de vértices ha uma aresta. Neste ultimo caso, se o grafo tiver n
vértices é habitual denoté-lo por K,,. Um digrafo diz-se completo se entre
cada par de vértices existir pelo menos um arco. Um grafo bipartido simples
G = (V,W; E) diz-se completo se existir uma aresta entre cada vértice de V'
e cada vértice de W. Um grafo bipartido completo denota-se por K, , onde
p e ¢ sao o numero de vértices de V' e W, respectivamente.
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Sejam G = (V,E) e G’ = (V' E') dois grafos dados: G’ dir-se-4 um
subgrafo de G se V’ for um subconjunto de V e E' um subconjunto de
E. Suponha-se que W é um subconjunto nao vazio de V. Daé-se o nome
de subgrafo de G induzido por W ao grafo H = (W, F) onde para cada
aresta f € F se tem f = {u,v} € Eeu,v € W.

5 5
(a) (b)

Nesta figura o grafo (b) é um subgrafo do grafo (a) induzido pelo conjunto
W = {1,2,4,5} que é um subconjunto do conjunto V' = {1,2,3,4,5} de
vértices do primeiro.

Exemplo 4.1 (Digrafo de comunicagoes.) Considere-se uma organizagio
com varias secgoes. Cada seccao é representada por um vértice, desenhando-se uma
flecha do vértice v para o vértice w se a seccao v puder transmitir sinais para a
seccao w. O digrafo assim resultante é o que se designa por digrafo de comunicacao.

Exemplo 4.2 (As pontes de Ko6nigsberg.) A primeira publicagao em teo-
ria dos grafos foi feita por L. Euler em 1736. O artigo de Euler solucionava um prob-
lema conhecido pelo problema das pontes de Konigsberg. A cidade de Kénigsberg
(hoje conhecida por Kaliningrad) na Prissia, banhada pelo rio Pregel, é constituida
por quatro partes: a parte a norte do rio, N(= A), a parte a sul do rio, S(= D),
e duas ilhas situadas no interior do rio, a ilha ocidental, W (= B) e a ilha oriental,
E(=0C).
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Ligando estas quatro componentes da cidade existem 7 pontes tal como se indica
na figura. Os habitantes de Konigsberg, que gostavam de passear na cidade ao
domingo, colocavam a si préprios a seguinte questao: serd possivel planear um
passeio pela cidade de tal forma que partindo de casa a ela se regressasse apos ter
atravessado uma e uma sé vez cada uma das sete pontes?

Se se considerar cada uma das quatro partes da cidade como um vértice e cada
ponte como uma aresta, entdo o problema corresponde ao seguinte grafo (multi-
grafo) com 4 vértices e 7 arestas

S

Em termos de teoria dos grafos o problema pode entao ser assim formulado: dado
um grafo qualquer (néo necessariamente simples) serd possivel percorrer todas as
arestas do grafo sem passar por cima de nenhuma delas mais que uma vez?

No caso do problema das pontes de Konigsberg, Euler estabeleceu a resposta
definitiva, pela negativa, como mais a frente se vera.

Exemplo 4.3 (Réde de transportes.) Suponha-se que cada vértice de um
grafo dado representa uma cidade da Furopa, por exemplo. Dois vértices sao liga-
dos por uma aresta se existir uma ligagao aérea directa entre as cidades que eles
representam. Um problema que se pode por é o de saber se se pode partir de uma
dada cidade e voltar a mesma cidade depois de ter visitado todas as outras. Se a
cada aresta se associar um nimero real nao negativo que represente o custo do uso

daquela aresta, pode colocar-se um problema de optimizacao que é o de encontrar
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o0 percurso (se existir) que satisfaz a condi¢ao do problema anterior ao menor custo.
Este é o conhecido problema do caixeiro viajante.

Grafos isomorfos. Definindo grafo como um par ordenado constituido
por um conjunto de vértices e um conjunto de arestas, o mesmo grafo pode
aparecer com representacoes pictéricas muito distintas. E, por isso, impor-
tante, dispor de um critério que nos permita saber quando é que dois grafos
(aparentemente) distintos sao afinal o mesmo grafo. Tal critério resulta
imediatamente da nocao de isomorfismo de grafos.

Definicao 4.4 Dois grafos G1 = (V1, E1) e Go = (Va, Ey) dir-se-do isomor-
fos se existir uma bijecgcdo

p: Vi =V

tal que {p(u),p(v)} seja uma aresta de Go se e sé se {u,v} for uma aresta

de Ql.

Exemplo 4.5 Os grafos

d c v U
G1 = (Vl,El) G2 = (‘/Q,EQ)

sao isomorfos. De facto, sendo

a bijecgao definida por
pla) =t, p(b) =v, p(c)=w, ¢(d)=u
pode verificar-se facilmente que ¢ constitui um isomorfismo de grafos.

Dois grafos isomorfos, aparte os nomes dados aos vértices e as arestas e
a sua representacao pictérica sao, na realidade, o mesmo grafo e é como tal
que podem ser encarados no contexto da teoria dos grafos.
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Para mostrar que dois grafos nao sao isomorfos é necessario mostrar que
nao existe qualquer bijecgcao entre os conjuntos de vértices respectivos que
transformem arestas em arestas. Se dois grafos nao tiverem o mesmo nimero
de vértices entao nao sao isomorfos; se tiverem o mesmo numero de vértices
mas tiverem diferente niimero de arestas também nao podem ser isomorfos.
Finalmente, mesmo que dois grafos tenham o mesmo nimero de vértices e
0 mesmo numero de arestas, ainda assim eles podem nao ser isomorfos. Por
exemplo, os dois grafos

G1 G2

tém ambos 5 vértices e 7 arestas. No entanto, nao sdo isomorfos. Uma forma
de mostrar que isto é verdade é notar que os vértices a, b, d, e de G; formam
um subgrafo completo de G1: qualquer isomorfismo com Gy devera transfor-
mar estes quatro vértices noutros quatro vértices com a mesma propriedade.
Ora, em Gy nao ha quatro vértices que induza um subgrafo completo de Go
e, portanto, este ndo pode ser isomorfo a Gj.

Exercicios 4.1.1 Mostrar que os grafos

N

nao sao isomorfos.

4.1.2 Caminhos de um grafo

Chama-se caminho entre dois vértices v; e v, num grafo a uma sequéncia
finita de vértices e arestas da forma

V1,€1,V2,€2,...,€Ep_1,Up
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onde, para cada j, e; ¢ uma aresta que liga v; a vj41. Os vértices e as arestas
de um caminho podem nao ser todos distintos. Ao nimero de arestas que
compoem um caminho da-se o nome de comprimento desse caminho.

Um caminho diz-se simples se nao tiver arestas repetidas e diz-se ele-
mentar se todos os seus vértices forem distintos. Um caminho no qual o
vértice inicial e o vértice terminal coincidem chama-se circuito. Um cir-
cuito diz-se simples se nao possuir arestas repetidas e um circuito no qual
nenhum vértice é repetido excepto o vértice inicial (terminal) designa-se por
ciclo. No grafo que se segue, por exemplo,

€12

1 D

15

€25
e13 5
€45
€35
4

3 €34

o caminho 3essheas2e12le155e454€343 é um circuito simples (nao hé arestas
repetidas e o vértice inicial e terminal coincidem), mas nao é um ciclo ja
que para além do vértice inicial (que é também terminal) ha outro vértice,
o vértice 5, que estd repetido.

Num digrafo estes conceitos podem ter em conta a orientagao. Chama-se
caminho orientado a uma sequéncia finita de arcos da forma

V1,€1,V2,€2,...,€Ep_1,Up

onde, para cada j = 1,2,...,r — 1, se tem e; = (vj,vj4+1). A partir daqui
define-se caminho fechado, circuito e ciclo concordantemente.

Grafos conexos. Seja G = (V| E) um grafo qualquer. No conjunto V' dos
vértices define-se a seguinte relagao

vJw se e s se v =w ou
existe um caminho entre v e w.

Esta relacao é

e reflexiva,
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e simétrica e

e transitiva

e, portanto, é uma relacdo de equivaléncia. Entao V pode decompor-se

em classes de equivaléncia {Vi,Va,...,V,}; cada um dos subgrafos G;, (com
i =1,2,...,7), induzido por V; C V, chama-se componente conexa do
grafo G.

Exemplo 4.6 O grafo

tem duas componentes conexas.

Definicao 4.7 Um grafo diz-se conexo se e SO Se possuir uma SO com-
ponente conexa, ou seja, se e SO se entre dois quaisquer dos seus vértices
existir sempre um caminho. Um grafo que possui mais que uma componente
conexa diz-se um grafo desconexo.

No caso dos digrafos a questao da conexidade é um pouco mais complexa:
assim, se entre dois vértices quaisquer v; e v; (v; # v;) existir sempre um
caminho orientado de v; para v; e um caminho orientado de v; para v; o
digrafo diz-se fortemente conexo; se tal nao acontecer, mas o grafo que se
obtém do digrafo retirando simplesmente a orientacao dos seus arcos (isto
é, transformando todos os seus arcos em arestas) for conexo entao o digrafo
diz-se fracamente conexo.

4.1.3 Graus dos vértices de um grafo

Uma aresta e de um grafo diz-se incidente sobre o vértice v se este for
um dos seus pontos extremos. Chama-se grau de um vértice v ao niimero
de arestas que incidem sobre esse vértice. Um vértice diz-se impar ou par
consoante o seu grau seja um numero impar ou par, respectivamente. [Note-
se que um lacete incide duas vezes sobre o mesmo vértice pelo que conta duas
vezes para efeito do cdlculo do grau do vértice respectivo.]

Teorema 4.8 Em qualquer grafo a soma dos graus dos seus vértices € igual
a duas vezes o numero das suas arestas.
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Demonstragao: Proceder-se-a por indugao sobre o numero de arestas do grafo:
denote-se por p(n) a afirmagao de que a soma dos graus de todos os vértices de um
grafo com n arestas é igual a 2n.

(i) — Se o grafo nao tem qualquer aresta, entdo o grau de qualquer dos seus
vértices é zero e a soma dos graus de todos os vértices é zero. Assim, p(0) é uma
proposicao verdadeira.

(ii) — Suponha-se que para um dado k € IN se verifica p(k), isto é, que a soma
dos graus de todos os vértices de um grafo com k arestas é igual a 2k. Considere-se
agora um grafo G com k + 1 arestas. Pretende-se provar que a soma dos graus
de todos os vértices de G é igual a 2k + 2. Para tal, considere-se um grafo G’
exactamente igual a G mas com menos uma aresta, por exemplo, a aresta {a, b}.

Pela hipétese de inducéo, G’ tem k arestas e, portanto, a soma dos graus de
todos os seus vértices é igual a 2k. Para obter G a partir de G’ a tinica coisa que é
necessdrio fazer é acrescentar a G’ a aresta {a,b}. Este acrescento aumenta o grau
do vértice a de uma unidade e o grau do vértice b de uma unidade: entao, ao passar
de G’ para G por adi¢ao da aresta {a,b} a soma dos graus de todos os vértices de
G’ aumenta 2 unidades fazendo com que a soma dos graus de todos os vértices de
G seja igual a 2k + 2. Isto significa que para k € IN dado

p(k) = p(k+1)

Por (i) e (ii), tendo em conta o principio de indugdo matematica, fica demonstrado
0 teorema. |

Corolario 4.9 Em qualquer grafo o nimero de vértices que tem grau impar
€ um niumero par.

Demonstragao: A soma dos graus de todos os vértices é um niimero par e, para
que assim seja, o nimero de termos fmpares nao pode ser {mpar pois de contrario
a soma total seria também fmpar. a

Exercicios 4.1.2

1. Para os grafos 1, 2, 3 e 4 desenhados a sequir:

(a) Fazer a descri¢do formal (como par ordenado de conjuntos).
(b) Determinar o grau de cada vértice.

(¢) Determinar o nimero de arestas.

(d) Verificar o teorema 4.8.
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a
e e
d c d c
[3] [4]
a
a C
/ b
d
¢ ‘ i ¢

2. Nos grafos que se seqguem, 5, 6, 7, e 8,

[5]
d e
[7] 8] e
c d .
d

resolver (se possivel) os sequintes problemas:

(a) Determinar um caminho elementar de a a f.
(b) Determinar um caminho simples de a a f que ndo seja elementar.
(c) Determinar um caminho de a a f que nao seja simples.

8. Para cada um dos grafos 9, 10, 11 e 12 resolver os sequintes problemas:

(a) Determinar um circuito que ndo seja um ciclo.
(b) Determinar um circuito que nao seja simples.
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(¢) Determinar um circuito simples.

o, 10
e b
d C

(1]
c d

4. Usando o grafo 5, determinar o subgrafo induzido pelo conjunto de vértices
{a,b,c, f}.
5. Usando o grafo 8, determinar o subgrafo induzido pelo conjunto de vértices

{a,¢,d, f}.

6. Usando o grafo 7, determinar os subgrafos induzidos pelos conjuntos de vértices
que se obtém suprimindo um so vértice do conjunto original.

4.2 Representacao de Grafos por Matrizes

Uma questao que normalmente se poe em teoria dos grafos é a de saber
se, dados dois vértices particulares, existira algum caminho que os una. Se
o grafo for de pequena dimensao (isto é, se tiver um pequeno numero de
vértices e de arestas), esta questao pode resolver-se, em geral, por simples
inspeccao da representacao pictérica do grafo. Nas situagoes préaticas, no
entanto, é necessario lidar com grafos de grande dimensao e complexidade,
nos quais a resolucao de problemas deste tipo, em tempo aceitavel, exige
0 recurso a meios computacionais para os quais a representacao pictérica
pouca utilidade tem. Para este efeito, utilizacdo de computadores em teoria
dos grafos, existem formas mais adequadas para representagao de grafos,
uma das quais se baseia na utilizacao de matrizes.
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4.2.1 DMatriz de adjacéncia de um grafo

Seja dado um grafo G = (V, E) onde V = {1,2,...,n} e as arestas entre dois
vértices, quando existem, sdo simples. Chama-se matriz de adjacéncia
do grafo G a matriz quadrada de dimensao n,

A = laijh<ij<n

tal que a;; = 1 se existe uma aresta entre os vértices i e j e a;; = 0 no caso
contrério.

A matriz de adjacéncia de um grafo é simétrica; os elementos da diagonal
principal sao todos iguais a 0 se e s6 se o grafo nao possuir lacetes.

Exemplo 4.10 O grafo

~.
5/

tem a seguinte matriz de adjacéncia

01 110
110 01
A=|1 0 0 1 0
101 00
01 0 00

O grau de um vértice ¢ qualquer é igual ao niimero de elementos iguais
a 1 na fila (linha ou coluna) ¢ da respectiva matriz de adjacéncia.

A matriz de adjacéncia de um digrafo com n vértices é também uma
matriz quadrada de dimensao n

A = lagli<ij<n
onde a;; = 1 se existir o arco de 7 para j e a;; = 0 no caso contrério.
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Exemplo 4.11 Dado o digrafo

A
\/)/

corresponde-lhe a matriz de adjacéncia

0 01 10
1 0 01 1
A=]10 1 1 0 0
0 01 00
1 01 10

Como ¢é natural, a matriz de adjacéncia de um digrafo nao é necessaria-
mente simétrica.

No caso de um digrafo chama-se semi-grau incidente de um vértice ao
namero de arcos que incidem sobre esse vértice e semi-grau emergente ao
nimero de arcos que partem desse vértice. Assim, no grafo acima, o vértice
1, por exemplo, tem um semi-grau incidente e um semi-grau emergente de
2 e 1, respectivamente, enquanto que o vértice 3 tem semi-graus incidente e
emergente iguais a 4 e 2, respectivamente.

Poténcias da matriz de adjacéncia. As sucessivas poténcias da matriz
de adjacéncia de um grafo servem para determinar o nimero de caminhos de
comprimento dado entre os vérios pares possiveis de vértices de um grafo.
Assim,

Teorema 4.12 Se A for a matriz de adjacéncia de um grafo G, entdo o
elemento da linha i e coluna j da matriz A? € igual ao nimero de caminhos
de comprimento 2 que ligam os vértices i e j.

Demonstragao: Seja afj) o elemento da linha i e coluna j da matriz A%. Entao,

supondo que A é de dimensao n

(2) Z QAipQpj
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Para cada p = 1,2,...,n fixado o produto a;pa,; é igual a 1 quando e s6 quando
existe uma aresta de ¢ a p e uma aresta de p a j, ou seja, quando existe um caminho
de comprimento 2 de ¢ a j passando por p. Somando todas as possibilidades quando
p varia de 1 a n obtém-se o resultado enunciado. O

O teorema 4.12 pode generalizar-se para o seguinte:

Teorema 4.13 Se A for a matriz de adjacéncia de um grafo com n vértices,

)

o elemento da linha i e coluna j da poténcia de ordem k (k > 1) de A é
igual ao ndmero de caminhos entre os vértices i e j de comprimento k.

Demonstragao: Demonstrar-se-a este teorema por indugao finita. Um caminho
de comprimento 1 é uma aresta; logo, tendo em conta a definicao de matriz de
adjacéncia, o teorema verifica-se para k = 1.

Suponha-se entdo que o teorema se verifica para a poténcia k —1 (k > 1). Seja,
(r)

i;, 0 elemento de ordem (3, j) da poténcia de ordem r da

n
(k) _ (k—1)
;- = E Qip  “Qpj
p=1

paracadar =1,2,3,...,a
matriz A. Entao

onde

(k=1)
Q;,  “Qpj =

(k—1) . .
a;, se p e j forem adjacentes
no caso contrario

(k=1)

ip € onumero de caminhos de comprimento k — 1 entre

(k=1)

os vértices ¢ e p e, portanto, a;, serd o numero de caminhos de comprimento k
entre os vértices ¢ e j que incluem uma aresta que vai de p a j. Somando todas as
possibilidades que vao desde p = 1 até p = n, obtém-se o resultado pretendido. O

Por hipétese (indugao) a

2)

Corolario 4.14 O elemento a;;" de A? ¢ igual ao grau do vértice i.

Demonstragao: Visto que

n
al? = AipQpi
i ipUpi
p=1

entao, como a;, = 1 quando e s6 quando ap; = 1, isto é, quando e s6 quando ha
uma aresta entre os vértices i e p, a soma de p =1 até p = n da o grau do vértice
Q. O

Exemplo 4.15 Considere-se o seguinte grafo
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1e 2

./
4./3\.5

cuja matriz de adjacéncia é a seguinte

[0 1 0 1 0
101 0 1
A=]101 0 1 1
1 0100
|01 100
Entao,
2 0 2 0 1
03 1 2 1
A2=1]12 1 3 0 1
02 0 2 1
11 1 1 2
05 1 4 2
5 2 6 1 4
A =11 6 2 5 4
4 1 5 0 2
2 4 4 2 2
9 3 11 1 6
3 15 7 11 8
A*=111 7 15 3 8
1 11 3 9 6
6 8 8 6 8

Em A? na posicio (4,4) estd o ntimero 2 que é o grau do vértice 4 e é igual ao
nimero de caminhos do vértice 4 ao vértice 4: os caminhos 4-1-4 e 4-3-4. Da quarta
poténcia de A pode concluir-se, por exemplo, que ha 8 caminhos de comprimento 4
entre os vértices 2 e 5. Os elementos que aparecem na diagonal de A3 correspondem
aos nimeros de tridngulos (circuitos de comprimento 3) que passam pelos vértices
respectivos.

Para saber se existe algum caminho entre os vértices ¢ e j de um grafo

com n vértices é suficiente determinar as primeiras n— 1 poténcias da matriz
de adjacéncia. Se existir algum caminho entre o vértice ¢ e o vértice j ele
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tem, no maximo, um comprimento igual a n — 1. De facto, neste caso,
ou ha um caminho de comprimento inferior a n — 1 ou entao, na pior das
hipéteses, existe um caminho que passa por todos os vértices e tal caminho
tem comprimento n — 1 (note-se que, neste caso, se i # j e se existir alguma
aresta entre i e j esta nao faz parte do caminho referido). Pode entao
enunciar-se o seguinte resultado:

Teorema 4.16 Seja G um grafo com n vértices cuja matriz de adjacéncia
é A. Definindo

S = A+ A2+ A3+ 4 A

entdo existe (pelo menos) um caminho entre o vértice i e o vértice j se e $6
se o elemento de ordem (i,7) na matriz S for diferente de zero.

Corolario 4.17 Se todos os elementos da matriz S forem diferentes de zero
entao G € um grafo conexo.

Demonstracao: Resulta imediatamente do teorema anterior, tendo em conta a
definicao de grafo conexo. ]

O caso dos digrafos. Como ja foi referido acima, num digrafo, chama-se
caminho dirigido do vértice v para o vértice w a uma sequéncia finita de
vértices e arcos

V1,01,02,02,...,Up,Qp, Up41]

tais que v1 = v e v,41 = w e, para cada ¢, a; € um arco dirigido de v; para
vit1. Se existir um caminho dirigido do vértice v para o vértice w entao
dir-se-4 que v estd ligado ou conectado a w. A traducao para digrafos do
teorema 4.13 pode enunciar-se da seguinte maneira

Teorema 4.18 Se A for a matriz de adjacéncia de um digrafo, entdo o
elemento da posicio (i,7) da poténcia A* (k> 1) é o nimero de caminhos
dirigidos de comprimento k do vértice © para o vértice j.

A demonstracdo deste teorema é idéntica a demonstragdo do teorema
4.13, tendo o cuidado de adaptar todos os resultados usados ao caso dos
digrafos.
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4.2.2 Matriz de incidéncia de um grafo

Outra matriz que é 1til para representar um grafo sob o ponto de vista
computacional é a chamada matriz de incidéncia. Ao contririo da matriz
de adjacéncia, a matriz de incidéncia pode representar grafos com arestas
miultiplas ou (em digrafos) com arcos paralelos.

Seja G = (V, E) um grafo onde V = {1,2,...,n} e E = {ej,ea,...,em}.
A matriz de incidéncia do grafo G é uma matriz de dimensao n x m

B = [bijlici<ni<j<m

onde as linhas correspondem aos vértices e as colunas correspondem as
arestas: se, para k dado, o arco e ligar os vértices 7 e j, entao todos os
elementos da coluna k sao 0 excepto b;, = b = 1.

Exemplo 4.19 A matriz de incidéncia do grafo

€5

I a e

K ..
€3 €2 e 5
d 4
3
é a seguinte:
1 1.1 1 0 0
10 0 0 1 1
B=|011 0 00
0 000 01
0 00100

Cada coluna correspondente a uma aresta que nao seja um lacete tem
apenas dois elementos nao nulos; as colunas correspondentes a lacetes tém
apenas um elemento ndo nulo. Além disso, a soma dos elementos de cada
linha dd o grau do vértice que lhe corresponde, num grafo simples (sem
lacetes).

Exercicios 4.2.1 Mostrar que entre as matrizes de adjacéncia e de incidéncia
de um grafo simples (sem lacetes) se verifica a relagdo

BB' = D+ A
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onde Bt é a matriz transposta da matriz de incidéncia B e D é uma matriz diagonal
de dimensao n (ndmero de vértices do grafo) cujos elementos da diagonal principal
sGo o0s graus dos vértices respectivos e A é a matriz de adjacéncia. A matriz D
dd-se o nome de matriz dos graus.

A matriz de incidéncia B de um digrafo sem lacetes define-se da seguinte
maneira: se e for um arco de ¢ para j entao todos os elementos da coluna
k sao iguais a 0 excepto by, = —1 e bj, = 1.

Exemplo 4.20 A matriz de incidéncia do digrafo

1 €1 2
[ J ®
€4 ‘63 © \82
]
§ €6 4

é a seguinte.

-1 0 1 10 0
1 -1 0 0 1 0
o 0 -1 -1 -1 1
o 1 0 0 0 -1

B =

A soma de todos os elementos da linha i é igual ao semi-grau incidente
menos o semi-grau emergente do vértice correspondente.

Exercicios 4.2.2

1. Determinar a matriz de incidéncia do segquinte grafo
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2. Seja G =(V,E) (comV ={1,2,3,4,5} e E = {a,b,c,d,e, f}) um grafo cuja

matriz de incidéncia € a sequinte

1110 00
0 001160
B=|0 01001
01 0010
10 01 01

(a) Determinar o grau de cada vértice.
(b) Esbogar uma representagio pictorica de G.
(¢) Determinar a matriz de adjacéncia de G.
3. Seja G = (V,E) (comV ={1,2,3,4,5,6} ¢ E ={a,b,c,d,e, f,g,h,i}) com a

sequinte matriz de incidéncia

111000000
000111000
p_|0000001 11
1001007100
010010010
001001001

(a) Determinar o grau de cada vértice.
(b) FEsbogar uma representagdo pictérica de G.
(¢) Determinar a matriz de adjacéncia de G.

4. Seja G o grafo correspondente a sequinte matriz de adjacéncia

011010
101 1 0 O
110 0 01
A_010011
10 0100
001 100

(a) Determinar o grau de cada vértice.
(b) Esbogar uma representagdo pictérica de G.
(¢) Determinar a matriz de incidéncia de G.

5. Seja G o grafo correspondente a sequinte matriz de adjacéncia

01 0 0O
1 01 00
A=]10 1 0 0 0
0 00 01
0 0010

Por um procedimento matricial indicar se existe um caminho entre os vértices
1ebd.
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Usar um procedimento matricial para determinar se o grafo ao qual corres-
ponde a matriz de adjacéncia

N

Il
OO~ O
O = O O -
_0 O O =
_ o o O
O~ Rk OO

€ ou nao conero.

7. Determinar o numero total de arestas de um grafo completo com n vértices.

8. Determinar o nimero de arestas do grafo bipartido Ky 4.

10.

11.

12.

13.

Construir um grafo conexo simples com n vértices por forma que o grau de
cada vértice seja igual a 2. Observar a estrutura deste grafo e comentd-la.

Provar que num grafo simples com 2 ou mais vértices, os graus dos vértices
ndao podem ser todos distintos.

Considerar o digrafo G = (V, E) onde
V={1,2,3,4,5,6} ¢ E={(1,2),(2,3),(3,4),(4,5),(5,6),(1,6),(2,6), (5,2)}

(a) Determinar um caminho de 1 a 6 de comprimento 6.
(b) Determinar um caminho simples de 1 a 6 com 5 arcos.
(¢) Determinar um ciclo com 4 arcos.

(d) Usar a matriz de adjacéncia de G para determinar o nimero de caminhos
de 2 a 4 de comprimento 2.

(e) Definigao: Chama-se matriz de conexao de um grafo ou digrafo com
n vértices a uma matriz

R = [rijhi<ij<n

tal que r;; = 1 se existir um caminho (ou caminho orientado, no caso dos
digrafos) de ¢ para j e 7;; = 0 no caso contrario.
Determinar a matriz de conexdo do grafo G.

Desenhar um grafo cuja matriz de adjacéncia € tal que

A2 = e A=

_ = o
=W o
N
N ==
= w o
= N W
W N =~
N W s =

Mostrar que a soma dos elementos da diagonal principal da sequnda poténcia
da matriz de adjacéncia de um grafo (traco de A%) € igual a duas vezes o
numero de arestas do grafo.
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4.3 Caminhos Eulerianos e Hamiltonianos

Caminhos eulerianos. Os caminhos eulerianos sao assim designados pela
sua relagdo com o problema das pontes de Konigsberg que foi resolvido por
Euler. Considerem-se, antes de mais, as seguintes definigdes:

Definigao 4.21 Chama-se caminho euleriano a um caminho de um grafo
que contém cada aresta uma e uma so vez. Um caminho euleriano que seja
fechado designa-se por circuito euleriano.

O problema das pontes de Konigsberg é entao o de saber se o correspon-
dente grafo possui ou nao algum circuito euleriano. A resposta geral é dada
pelo seguinte teorema:

Teorema 4.22 (Euler) Um grafo (ou multigrafo) conexo possui um cam-
inho euleriano se e so se tiver um numero de vértices de grau impar igual a
0 ou 2. O caminho euleriano é um circuito euleriano se aquele numero for
0; de contrdrio, o caminho euleriano vai de um dos vértices de grau impar
ao outro vértice também de grau impar.

Demonstragao: Recorde-se, antes de mais, que o numero de vértices de grau
fmpar é par (v. coroldrio 4.9). Mostrar-se-4, em primeiro lugar, que se o nimero
de vértices de grau impar for 0 ou 2 entao o grafo admite um caminho euleriano.
Far-se-4 a demonstragdo por indugdo finita denotando por p(m) a afirmagdo do
teorema onde m designa o ntimero de arestas do grafo.

(i) — Para um grafo conexo com uma inica aresta, hd apenas duas possibilidades:
ou o grafo tem um sé vértice com um lacete ou o grafo tem dois vértices. No
primeiro caso o grau do vértice é 2 e, portanto, ha zero vértices de grau impar
sendo o caminho obtido um circuito euleriano.

No segundo caso ha dois vértices, cada um dos quais tem grau 1 — grau impar —
pelo que a aresta em questao constitui um caminho euleriano que vai de um vértice
de grau impar ao outro vértice de grau impar.

A proposicao

p(1)
é, assim, uma proposicao verdadeira.

(ii) — Suponha-se agora, hipétese de indugao, que p(m) é verdadeira para todo
o m < k e vejamos o que se passa com p(k + 1). Seja G = (V, E) um grafo conexo
com k + 1 arestas que tem 2 ou menos vértices de grau impar. O método de prova
agora consiste em reduzir para £ o numero de arestas a fim de usar a hipdtese de
indugao. O problema que se levanta é o de que o grafo seja desconectado durante
0 Processo.

Visto que a proposicao p(1) jé foi provada pode admitir-se que G tem mais de
duas arestas (que ndo sdo lacetes) e, portanto, possui pelo menos um vértice de
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grau par positivo. Seja a esse vértice. Pode entao garantir-se que hé pelo menos
duas arestas incidentes em a que se denotarao, respectivamente, por {a, b} e {a, c}.

“/\ I\

Construa-se agora um novo grafo G’ = (V/,E’) onde V! =V e E’' é igual a E
exceptuando as arestas {a,b} e {a,c} que foram retiradas e substituidas por uma
nova aresta {b, c}

e

b c

7 N

O grafo G’ tem k arestas e o0 mesmo nidmero de vértices impares que G. H4
entao duas possibilidades: ou G’ é conexo ou é desconexo.

Se G’ for conexo entdo, pela hipétese de indugao, pode encontrar-se um cami-
nho euleriano em G’. Este caminho pode tornar-se um caminho euleriano em G
substituindo a parte do caminho que usa a aresta {b, c} pela sequéncia de vértices
bac que usa as arestas {a,b} e {a,c}.

Se G’ for desconexo, o problema fica um pouco mais complicado. Neste caso
G’ possui duas componentes conexas: uma contém o vértice a e a outra contém os
vértices b e ¢ (é claro que b e ¢ devem estar na mesma componente conexa porque
G’ contém a aresta {b,c}). Designem-se estas duas componentes conexas por G/
e G}, respectivamente. Cada uma destas componentes constitui um grafo conexo
com k ou menos arestas. O grafo G’ tem exactamente o mesmo nimero de vértices
de grau fmpar que G: assim, nas duas componentes ndo hé mais que dois vértices
de grau {mpar, pelo que se pode aplicar a hip6tese de indugao tanto a G/, como a
G,

Se G tiver 0 vértices de grau impar entdo nenhuma das componentes G/, e G; .
possui vértices de grau impar; se G tiver 2 vértices de grau impar entao, tendo em
conta o coroldrio 4.9), uma das componentes terd 2 vértices de grau fmpar e a outra
componente terd 0 vértices de grau impar.

H4, assim, trés situagoes distintas:
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e 2 vértices de grau impar em G/, e 0 vértices de grau fmpar em
/
gbc7

e 2 vértices de grau fmpar em G;. e 0 vértices de grau impar em
!/
a’

e 0 vértices de grau impar tanto em G/, como em Gj ..

Considere-se o primeiro caso: 2 vértices de grau fmpar em G/ e 0 vértices de
grau impar em G;. Se ha dois vértices de grau fmpar em G/, tendo em conta a
hipétese de indugao, existe um caminho euleriano de G/,

i11‘1 o I Q41 - - - l‘kig

que liga os dois vértices i1 e io de grau impar. Pela hipétese da indugao também
se sabe que existe em g;m um circuito euleriano

wy ... wpbcwpyy ... w1

Removendo {b,c} do circuito e ligando estes dois vértices ao outro caminho de
acordo com

1T1 . T GCWpg1 - - - W1 - .. WpbAT iy 1 - . . Thl2

obtém-se um caminho euleriano do grafo G (note-se que {a, b} e {a, c} estao incluidos
e que {b,c} desapareceu). Entdo, neste caso, tem-se

p(1),p(2),...,p(k) = p(k+1)

Invocando agora o principio de inducao matematica fica demonstrado que, neste
caso, se o numero de vértices de grau impar for 0 ou 2 o grafo admite um circuito
ou caminho euleriano.

As duas situagdes restantes tratam-se de forma semelhante.
Reciprocamente, suponha-se que o grafo admite o seguinte caminho euleriano
ary...Tyb
Cada um dos vértices x; ocorre em duas arestas pelo que o seu grau é par. Os

Unicos vértices que podem ter grau impar sao, assim, os vértices a e b. Se a = b
todos os vértices tém grau par; se a # b ha apenas dois vértices de grau impar. O

Exemplo 4.23 Regressando ao problema das pontes de Konigsberg, recorde-se
que o grafo que lhe corresponde é o seguinte:
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Neste grafo com 4 vértices todos eles tém grau impar: de acordo com o teorema, tal
grafo nao possui qualquer caminho (ou circuito) euleriano. Ficou assim resolvido,
de uma vez por todas, pela negativa, o problema dos habitantes de Konigsberg
(Kaliningrad).

Caminhos hamiltonianos. Um problema relacionado com o anterior,
mas consideravelmente de maior dificuldade de resolugao foi colocado pelo
matemadtico irlandés W. Hamilton (1805-1865).

Definicao 4.24 Seja G = (V, E) um grafo. Um caminho de G diz-se hamil-
toniano se passar uma e uma so vez por cada um dos vértices do grafo.

Embora o problema da existéncia de ciclos hamiltonianos possa parecer
semelhante ao problema da determinacao de circuitos eulerianos de um grafo,
a verdade é que nao é nada facil dizer se um grafo é ou nao hamiltoniano
em geral. H4 alguns resultados parcelares, mas nao hé resultados gerais.

Exemplo 4.25 No exemplo 4.3 foi introduzido o chamado problema do cai-
xeiro viajante que pretende elaborar um percurso no qual visite cada cidade
exactamente uma vez voltando depois ao ponto de partida. Um tal percurso cons-
titui um ciclo hamiltoniano. Se tais ciclos hamiltonianos existirem o problema
que se segue entao é o da determinacao do percurso (ciclo hamiltoniano) de custo
minimo. O problema do caixeiro viajante, de descricao muito simples, faz parte de

uma classe de problemas bem conhecidos que sao de resolugao geralmente muito
dificil.

Exercicios 4.3.1

1. Determinar um circuito euleriano no sequinte grafo
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L J ‘ >
[ 4 L J L J
2. Verificar se algum dos grafos que se sequem possui um caminho euleriano.
Determind-lo no caso afirmativo e justificar os casos negativos.

4.4 Arvores e Florestas

Esta seccao é dedicada a um tipo especial de grafos que tem grande im-
portancia nas ciéncias da computacao.

Definigao 4.26 Dir-se-d que um grafo T' é uma drvore se possuir as duas
propriedades sequintes:

T1 - T ¢ um grafo conexo,
T2 — nao existem ciclos em T'.
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Uma arvore pode ser dirigida ou nao dirigida consoante 7" seja um digrafo
ou, simplesmente, um grafo. O termo &arvore sem qualquer qualificativo
interpreta-se sempre no sentido de ser uma arvore nao dirigida. O digrafo

e o o o e o o o
H I JK L M N O

é um exemplo de uma arvore dirigida. O grafo

é um exemplo de uma arvore.

As drvores (orientadas ou nao) tém muitas aplica¢oes. Sao especialmente
adequadas para representar estruturas hierarquizadas. Em “coding theory”
e “searching” usam-se tipos de arvores especiais que sao conhecidas por
arvores bindrias.

Definigao 4.27 Um grafo diz-se uma drvore bindria se for uma drvore e

1. possuir um vértice especial, chamado raiz cujo grau € 2 ou
0,

2. qualquer outro vértice (para além da raiz) tem grau 3 ou 1.

A arvore da figura que se segue
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é um exemplo de uma arvore bindria.
Enunciar-se-do agora algumas propriedades importantes das arvores.

Teorema 4.28 Numa drvorel existe um unico caminho simples entre cada
par de vértices.

Demonstragao: Sejam w e v dois vértices quaisquer de uma arvore T'. Visto que
T é um grafo conexo entao existe pelo menos um caminho entre u e v e, portanto,
existe um caminho simples entre aqueles dois vértices. Suponha-se que, se possivel,
P e P’ sdo dois caminhos simples entre aqueles dois vértices. Se P e P’ forem
diferentes entao existe uma aresta que pertence a um e nao pertence ao outro.
Suponha-se que e é a primeira aresta que estd em P mas nao em P’ quando se
caminha de u para v, isto é, suponha-se que se tem

P: wu...... U; Ujp]  eveen- v
P: w...... Uu; Vidl  eevnn- v
Ui+1

Seja W o conjunto de vértices intermédios de P situados entre u; 11 e v e seja W'
o conjunto de vértices intermédios de P’ situados entre v; 41 e v. Se W e W’ nao
tiverem quaisquer elementos comuns, entao obter-se-4 um ciclo percorrendo todos
os vértices de W a partir de u; e depois todos os vértices de W' (desde v até w;).
Esta hipétese nao pode ocorrer pois T' nao possui ciclos, por hipétese.

Por outro lado, supondo que W e W’ tém vértices comuns seja u, o primeiro
vértice de P que pertence também a W' de tal forma que nenhum vértice entre u;
e u, estd em P’. Entao obtém-se novamente um ciclo partindo de u; até w, em P
e de u, a u; em P’

Quer dizer, a hipdtese de existir mais que um caminho simples entre dois vértices
distintos de T' implica a existéncia de um ciclo em 7. Como T nao possui ciclos
entao entre dois vértices quaisquer de T héd apenas um caminho simples. a

O reciproco é também verdadeiro no seguinte sentido:
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Teorema 4.29 Se num grafo G existir apenas um unico caminho simples
entre dois quaisquer dos seus vértices, entao G € uma drvore.

Demonstracao: Suponha-se que G ndo é uma arvore. Entdo existe pelo menos
um ciclo C' em G o que implica que entre dois vértices de C existem dois caminhos
simples contradizendo assim a hipdtese feita. Entao G é uma drvore, como se tinha
afirmado. O

Definicao 4.30 Uma aresta de um grafo conexo é designada por ponte se
a sua remogao (sem retirar os vértices) tornar o grafo desconezxo.

Por exemplo, no grafo

./

a aresta e é uma ponte: de facto a sua remogao origina o grafo

/

o ——0 [ ]

que é desconexo. Entao, tem-se o seguinte resultado:

Teorema 4.31 Numa drvore cada aresta € uma ponte.

Demonstracao: Visto que uma aresta entre dois vértices a e b de uma arvore
T é o Unico caminho entre eles, entao a sua supressao transforma 7" num grafo
desconexo deixando, portanto, de ser uma arvore. O

Reciprocamente,

Teorema 4.32 Se G for um grafo conexo no qual cada aresta é uma ponte
entao G € uma drvore.
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Demonstragao: Suponha-se que G nao é uma arvore, seja C' um ciclo em G e
suponha-se que e designa uma aresta em C. Seja G’ o grafo que se obtém suprimindo
a aresta e em G. Visto que, por hipétese, e é uma ponte entao G’ é desconexo.

Sejam p e q dois vértices quaisquer de G. Como G é conexo existe um caminho
P entre p e q. Se P nao contiver e entao existe também um caminho entre p
e ¢ no grafo desconexo G'. Por outro lado, se e = {v,w} for uma aresta de P
que também pertence ao ciclo C' que parte, por exemplo, do vértice ¢, obtém-se o
seguinte caminho em G’ entre p e ¢

(substitui-se a aresta e pelo resto do circuito C' que vai de v a w). Por outras
palavras, existe sempre um caminho entre cada par de vértices de G’ o que contraria
o facto de G’ ser desconexo. O

Teorema 4.33 Uma drvore T' com n vértices tem n — 1 arestas.

Demonstragao: Far-se-a4 a demonstragao por indugao sobre n.

(i) — A proposicao é evidentemente verdadeira para n = 1 (uma vez que numa
arvore nao pode haver lacetes).

(ii) — Suponha-se que a proposicao é verdadeira para todo o m natural tal que
1 <m < n. Seja e = {u,v} uma aresta de T' a qual, como T é uma arvore, tendo
em conta o teorema anterior, é uma ponte.

Suprimindo a aresta e obtém-se um subgrafo 7" desconexo com duas compo-
nentes conexas H e H'. Tanto H como H’ sao arvores com k e k' vértices que sao
nimeros inteiros positivos tais que k + k'’ = n. Entao tanto k como k’ sao menores
que n. Pela hipétese de indugao H tem k — 1 arestas e H' tem k' — 1 arestas e as
duas componentes juntas tém (k — 1) + (k' — 1) = (k+ k') — 2 = n — 2 arestas.
Entao T' tem n — 2 arestas e, consequentemente, 7" tem n — 1 arestas.

Fazendo apelo ao principio de indugao completa fica provado o teorema. a

O reciproco é também verdadeiro:

Teorema 4.34 Qualquer grafo conexo com n vértices e n—1 arestas € uma
drvore.

Demonstragao: Se G = (V, E) nao fosse uma &rvore existiria uma aresta e que
nao seria uma ponte. Suprima-se e para obter o grafo G’ = (V, E’). Continue-se
este processo até obter um subgrafo H = (V| F') no qual cada aresta seja uma ponte.
Entao H é uma arvore com n — 1 arestas. Isto significa que apds este processo de
remocao de arestas acabou por se ficar com o mesmo nimero, ou seja, que o grafo
inicial ja era uma arvore. g

Definicao 4.35 Um subgrafo T' de um grafo G com n vértices diz-se uma
arvore suporte de G se
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1. T for uma drvore e

2. T tiver exactamente n vértices

Teorema 4.36 Um grafo G € conexo se e s6 se possuir wma drvore suporte.

Demonstragao: Se G possuir uma arvore suporte entao, visto que a arvore é
conexa e possui 0 mesmo numero de vértices que G, G é conexo.

Reciprocamente, suponha-se que G é um grafo conexo. Sejam v1,vs,...,0,
os vértices de G. Seleccione-se um destes vértices e atribua-se-lhe a etiqueta 1.
Considerem-se agora os vértices adjacentes ao vértice etiquetado por 1: escolha-
se um destes vértices, atribua-se-lhe a etiqueta 2 e marque-se a aresta {1,2}, que
nao pode voltar a ser usada. Procedendo de modo semelhante, suponha-se que
se etiquetou o vértice v; com o numero inteiro k. Procure-se entre os vértices
adjacentes a k se existe algum que ainda nao esteja etiquetado: se tal se verificar,
escolha-se um tal vértice, atribua-se-lhe a etiqueta k + 1 e marque-se a aresta
{k, k + 1} para néo voltar a ser usada.

Pode, no entanto, acontecer que todos os vértices adjacentes a k estejam ja
etiquetados. Neste caso recua-se para o vértice k — 1 e pesquisa-se a existéncia de
vértices ainda nao etiquetados adjacentes a k — 1. Se existir um atribua-se-lhe a
etiqueta k + 1 e marque-se a aresta {k — 1,k + 1} para ndo voltar a ser usada.

Continua-se este processo até que todos os vértices estejam etiquetados o que
acontecerd necessariamente visto o grafo ser conexo. (Se o grafo ndo fosse conexo
recuar-se-ia até ao vértice 1 antes de todos os vértices do grafo estarem etiquetados.)

O subgrafo constituido pelos n vértices originais e as arestas marcadas é uma
arvore — a arvore suporte do grafo. O

Exemplo 4.37 Para exemplificar o processo descrito, considere-se o seguinte

grafo
a c
f d
h g e
Entao a arvore
8 1 4
3 5
7 2 6

é uma arvore geradora do grafo inicial.
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Definicao 4.38 Chama-se floresta a um grafo constituido por vdrias com-
ponentes conexas, cada uma das quais € uma drvore.

Exercicios 4.4.1

1. Seja G uma floresta com n vértices, m arestas e k componentes. Determinar
m em funcao de n e k.

2. Suponha-se que uma drvore tem 2 vértices de grau 5, 3 vértices de grau 4, 6
vértices de grau 3, 8 vértices de grau 2 e r vértices de grau 1. Determinar r.

3. Um grafo conexo tem 20 vértices. Determinar o nimero minimo de arestas
que o grafo pode ter.

4. Um grafo G tem 20 arestas. Determinar o nimero mdzimo de vértices que o
grafo pode ter.

5. Suponha-se que G tem 4 componentes conexas, 20 arestas e r vértices. Deter-
minar o valor mdximo de .

6. Uma aresta e de um grafo conexo G pertence a todas as possiveis drvores
suporte de G. Que se pode afirmar relativamente a aresta e?
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