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A resposta é sim para ambas as perguntas. Na realidade, existem varias caracterizagoes
adicionais que podem servir de auxilio em uma ou ambas as situacoes. Nesta secao,
trés tipos de resultados serao apresentados. Os dois primeiros explicitam caracteristicas
importantes de toda linguagem regular, que sao 1teis, por exemplo, para mostrar que
uma linguagem nao é regular. Em seguida, serao indicadas algumas propriedades de
fechamento® da classe das linguagens regulares. Essas propriedades sdo tteis para
as duas aplicacoes referidas anteriormente. Outras caracterizagoes serao exibidas na
Secao 2.6.

2.4.1 Invariancia a direita

O seguinte teorema apresenta uma condi¢ao necesséaria para uma linguagem ser regular,
ou seja, uma propriedade que toda linguagem regular tem.

Teorema 77 Se L ¢ uma linguagem regular de alfabeto 3, entdo para qualquer R C X*
infinito existem x,y € R tais que x # y e para toda z € ¥* xz € L <> yz € L.

Prova

Suponha que L seja regular. Seja, entao, um AFD (E, X, 6,4, F') que reconhega L. Seja
R C ¥* um conjunto infinito arbitrario. Como existem mais de |E| palavras em R
(pois R é infinito), pelo principio da casa de pombos existem palavras x,y € R tais que
x#yedi,z) =(i,y). Para mostrar que para toda z € 2* (zz € L <> yz € L), basta
mostrar que para toda z € X* 5(1, xz) = 5(1, yz). De fato:

8(i,x2) = 8(8(i,2), 2) = 8(8(i,y), 2) = 8(i, y2).
qualquer que seja z € 3%, O

A contrapositiva do enunciado do Teorema 7 pode ser usada para provar que uma
linguagem L, de alfabeto 3, nao é regular: basta encontrar um conjunto infinito R tal
que para cada par x,y € R, x # y, existe z € 3X* tal que xz € L e yz & L, ou vice-versa,
yz€ Lexz ¢ L.

Exemplo 41 A linguagem L = {a"b" |n € N} nao é regular, como mostrado a seguir
usando o Teorema 7.

Seja R = {a}*. Sejam duas palavras arbitrarias a’,a’ € R, i # j. Como a’b’ € L e
alb’ ¢ L, segue-se, pelo Teorema 7, que L nao é regular. O

Note que, nesse tipo de demonstragao, o problema é (1) encontrar um conjunto
infinito de palavras R tal que (2) para quaisquer duas palavras diferentes x e y de
R exista uma palavra z (possivelmente dependente de x ou y) tal que ou zz € L ou
yz € L, mas nao ambos. Segue mais um exemplo.

5 Em inglés, closure properties.
7 Mais formalmente:
L é regular — VR C ¥*R ¢é infinito — Jz,y € R[x #yAVz € X" (zz € L +> yz € L)].
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Exemplo 42 Seja L = {0™1"|m > n}. Tome R = {0}* e sejam 0°,07 € R, i < j,
palavras arbitrarias de R. Tem-se que 01’ ¢ L e 071 € L. Logo, pelo Teorema 7, L
nao é regular. O

Exemplo 43 Seja L = {w € {0,1}* |w = w?®}. Tome R = {0}*{1} e sejam 0°1,071 €
R, i < j, palavras arbitrdrias de R. Tem-se que 0'10’ € L e 0710° ¢ L. Assun pelo
Teorema 7, L nao é regular. O

Exemplo 44 Seja a linguagem L = {O"2 |n € N}. Seja o conjunto R = L. Sejam
0°,0%° € R, j > i, quaisquer. Segue-se que 07 02+l = 0(i+1)* ¢ L mas 07°0%+1 ¢ L,
pois j2 < j2 +2i +1 < (j + 1)?). Portanto, pelo Teorema 7, L ndo é regular. O

O problema de encontrar um conjunto R adequado nem sempre é 14 tao trivial.

Exemplo 45 Seja alinguagem L = {0™| n é primo}. Seja o conjunto R = {0P°, 0P 0P2 ...}
definido assim:

® pyp =2

e seja k o menor numero primo maior do que p,_1; para n > 1, p, é o menor
numero primo maior ou igual a k tal que entre p,, € 0 menor niimero primo maior

do que p,, existam pelo menos k — p,_1 nimeros consecutivos nao primos.®

Sejam OPi,QPi € R, j > i, quaisquer. Seja k o menor nimero primo maior do que
p;- Como p; > p; existem no minimo k — p; niimeros consecutivos nao primos entre o
nimero primo p; e o préximo niimero primo maior do que p;. Logo, p;+ (k—p;) =k é
primo, mas p; + (k — p;) nao é. Portanto, 0Pi0F~Pi € I e 0Pi0*~P: & L. Pelo Teorema 7,
L nao é regular. O

2.4.2 O lema do bombeamento

A visdo de um AFD como um grafo facilita o raciocinio para a obtencao de diversas
propriedades da classe das linguagens reconhecidas por esse tipo de maquina. Uma das
principais é dada pelo chamado lema do bombeamento, que especifica uma propriedade
que qualquer linguagem regular possui. Além dessas, outras linguagens (nao reconhe-
cidas por AFDs) também tém essa mesma propriedade. Assim, ao mostrar que uma
linguagem L satisfaz o lema do bombeamento, isso nao implica que L seja regular. Mas
ao demonstrar que L nao satisfaz o lema do bombeamento, pode-se concluir que L ndo
é linguagem regular.
Segue o lema do bombeamento (LB), uma extensao do Teorema 3.

Lema 49 Seja L uma linguagem reqular. Entdo existe wma constante k > 0 tal que
para qualquer palavra z € L com |z| > k existem u, v e w que salisfazem as seguintes
condicoes:

8Veja o Exercicio 9 da Secao A.1.
9 Mais formalmente: ,
L é regular — 3k > 0Vz € L[|z| > k — Fu,v,w (z = uwvw A luv| < kA Jv] > 1A Vi € Nuv'w € L)].



