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Resumo. Este trabalho aborda as principais transformadas de imagens baseadas em transformacdes de coorde-
nadas, as quais executam uma rotacdo multidimensional sobre as coordenadas de um vetor. Os conceitos dessas
transformagdes sdo apresentados, os quais normalmente sdo omitidos em referéncias de processamento de ima-
gens. A transformada discreta de Fourier, amplamente utilizada em filtragem de imagens, descrigdo e classificacdo
de objetos, tem seus conceitos e propriedades explorados. Resultados que possibilitam a criagdo da transformada
rapida de Fourier sdo descritos. Algumas transformadas derivadas da transformada de Fourier, como a transfor-
mada discreta do cosseno, discreta do seno e a de Hartley sdo apresentadas.

1 Introducio

Este trabalho tem como objetivo apresentar um sub-
conjunto das transformadas de imagens, que sdo baseadas
nas transformacdes de coordenadas. A teoria dessas trans-
formagdes ndo é facilmente encontrada em referéncias de
processamento de imagens, que mostram, em sua maioria,
apenas seus resultados e suas aplica¢des. O objetivo deste
trabalho € apresentar sua teoria, encontrada na algebra li-
near, e mostrar algumas de suas propriedades.

As transformagdes de coordenadas sd@o um subcon-
junto das transformagdes lineares. Seus resultados podem
ser interpretados como rotacdo multidimensional das coor-
denadas de um vetor, portanto, tem-se as mesmas informa-
¢des, mas vistas sob outro ponto de vista, o que as vezes
¢ importante para se ter uma melhor interpretacdo de uma
imagem.

Essas transformadas foram utilizadas inicialmente na
drea de processamento digital de sinais, com seus casos uni-
dimensionais (utilizando um vetor como entrada), e depois
foram estendidas para o caso bidimensional para serem uti-
lizadas em processamento digital de imagens, tendo como
entrada uma imagem.

As imagens que sdo utilizadas estdo normalmente no
dominio espacial. Quando alguma transformagao de coor-
denadas ¢ aplicada, ela passa para o dominio de freqiiéncia,
mostrando suas varia¢cdes no dominio espacial, ou seja, se
aimagem apresenta variacdes acentuadas no dominio espa-
cial, ela contém componentes com alta freqii€éncia no do-
minio de freqiiéncia. Imagens no dominio de freqiiéncia
podem facilitar a andlise de resultados em algumas aplica-
coes.

O trabalho é organizado como segue. A secdo 2 apre-
senta conceitos da dlgebra linear utilizados para definicao
das transformadas. A se¢do 3 descreve as transformadas de
imagens, utilizando os conceitos apresentados na segédo 2.

A secdo 4 aborda a transformada discreta de Fourier e apre-
senta suas principais propriedades. A secdo 5 mostra algu-
mas transformadas que derivam da transformada de Fourier.
Finalmente, na secio 6 sdo descritas as conclusdes obtidas
a partir deste trabalho.

2 Transformacoes de Coordenadas

Esta secdo apresenta os conceitos da dlgebra linear uti-
lizados para o desenvolvimento da teoria das transformadas
discretas de imagens, mostrando os resultados necessarios
para defini¢@o das transformacdes de coordenadas. As pro-
vas dos teoremas apresentados nesta se¢do sdo encontradas
em [1].

Definicao 2.1 (vetor) Um vetor v com N componentes é
representado como mostra a equagdo 1, v; pertence ao
corpo numérico §. O vetor mostrado nesta equagdo é cha-
mado de vetor linha com N componentes, e vT ¢ chamado
vetor coluna

v =[vgv1 v ... UN_1] e}
Definicao 2.2 (matriz) A matriz A com M linhas e N co-
lunas, denotada matriz M x N, é representada como mos-
tra a equagdo 2, a;; € §, 1 = 0,1,.... M —1lej =
0,1,...,N -1

0,0 ap,1 ag,N -1
a1,0 a1,1 cee a1,N—-1
A= ) . ) (2
ap—1,0 apmM—1,1 QM —1,N—1

Definicio 2.3 (conjugado complexo de uma matriz)
Seja uma matriz A com componentes pertencentes ao
conjunto dos complexos (C). O conjugado complexo de A



é obtido substituindo cada componente pelo seu conjugado
complexo, a matriz obtida é denotada por A*.

Definicao 2.4 (matriz unitaria) Uma matriz quadrada U
é unitdria se, e somente se, U*TU = I, U*T ¢ chamada
de adjunta de U, onde 1 é a matriz identidade.

Definicao 2.5 (matriz ortogonal) Uma matriz unitdria U
com todos seus componentes pertencentes aos reais é cha-
mada de matriz ortogonal.

Teorema 2.1 Uma matriz U é unitdria se, e somente se,
suas colunas (linhas) s@o mutuamente ortogonais unitdrias,
ou seja, o produto interno entre as colunas (linhas) é 0 se
as colunas (linhas) sdo diferentes e igual a 1 se as colunas
(linhas) sdo iguais.

Definicao 2.6 (espaco vetorial linear sobre §) Um con-
Junto néo vazio V,(F) de vetores com n componentes
pertencentes ao corpo numérico § é denominado espaco
vetorial linear sobre §, ou espaco vetorial sobre F,
somente se satisfizer as seguintes condigoes:

i. cx € V,(F), onde c € §Fex € V,(F).
ii. x+y €V,(F), ondex,y € V,,(F).

Definicao 2.7 (base de um espaco vetorial) O conjunto
de vetores {v1, Va, ..., Vk} pertencentes a um espago
vetorial V,,(F) é chamado de base de V,(F) se todo
vetor w € V,,(§) puder ser expresso unicamente como a
combinagdo linear w = a1vy + asvs + ... + apVk, €
ai, ag, ..., ax € §. Uma base composta por k vetores é
representada por By.

Definicao 2.8 (representaciao matricial de uma base)
Seja By uma base do espago vetorial V,,(§), composta
pelos vetores {v1,va,...,vk}. A equagdo 3 mostra a
representa¢do na forma matricial para base By, em que
os vetores Vi, Va, ... Vi sdo colocados nas linhas da
matrizB, k xn

V1, U1, e U1,
V2 V2 .. U2,
B=| . - 3)
Vky Uk, e Uk,
Teorema 2.2 Sejam duas bases B,y = {a1,az,...,an}
e Borpy = {b1,ba,...,bn} de um espaco vetorial
Vi (§), relacionadas pela equagdo {a;,as,...,an} =

{b1,ba,...,by}S, e sejam os vetores u e v as coordena-
das de um vetor arbitrdrio x € V,,(§) em relagdo as bases
Bi{ny € Bafny, respectivamente. Entdo u e v sdo relacio-
nados pela transformacdo linear ndo singular u™ = Sv'T,
denominada transformagdo de coordenadas. S é uma ma-
triz de ordem n, chamada de niicleo da transformagao.

Como u tem as coordenadas do vetor X em relacdo a
base By} € v tem as coordenadas do vetor x em relagéo
a base Byy}, X pode ser representado como mostrado nas
equacgdes 4 e 5, enquanto u e v podem ser representados
como mostrado nas equacdes 6 € 7. B; e Bo sdo as repre-
sentagdes matriciais das bases By} € Ba,), respectiva-
mente. As matrizes B; e B admitem inversa porque sido
bases de V;,(F)

xT = ByuT @
xT =ByvT (5)
uT = B;'xT 6)
vT = By 'xT )

Substituindo a equacdo 4 na equagdo 7, obtém-se a
equacgdo 8, que € uma transformacdo linear que expressa
as coordenadas de x com relagdo a base By, diretamente
em termos das coordenadas de x com respeito a base B (,,)
O nucleo da transformag@o, S, utilizado pelo teorema 2.2, e
seu inverso sao mostrados pelas equacdes 9 e 10, respecti-
vamente

vl = (B;'B;)u” (8)
S=B,'B; ©)
S'=B;'B, (10)

Desde que as bases sejam conhecidas, pode-se criar
uma transformag@o de coordenadas. Utiliza-se a equacdo 8
para transformar as coordenadas de um vetor que estdo em
relacdo a base Bj(,) para coordenadas desse vetor em re-
lagdo a base Bay). A transformagdo inversa de 8 pode
ser implementada, utilizando S—1 como nicleo da trans-
formada, como mostra a equagdo 11

uf = s 1yT (11)

Definicao 2.9 (transformacio unitaria) Se o niicleo da
transformagdo de coordenadas for uma matriz unitdria,
esta transformagdo serd denominada transformagdo unitd-
ria.

Definicao 2.10 (transformacio ortogonal) Se o niicleo
da transformagdo de coordenadas for uma matriz ortogo-
nal, esta transformacdo serd denominada transformacdo
ortogonal.

Teorema 2.3 Uma transformacdo de coordenadas y* =
AxT mantém o tamanho de todos os vetores e a ortogonali-
dade entre eles se, e somente se, ela for uma transformagdo
unitdria ou ortogonal.



3 Transformadas de Imagens

Em processamento de imagens, o termo transformada
¢ utilizado para designar classes distintas de transforma-
coes. Este trabalho trata de uma subclasse das transfor-
madas, composta pelas transformacdes de coordenadas, as
quais sdo um subconjunto das transformacdes lineares. As
transformagdes de coordenadas consistem na rotagdo mul-
tidimensional das coordenadas de um ponto [2].

As transformadas sdo unidimensionais (1D) quando a
entrada é um vetor, e bidimensionais (2D) quando a entrada
¢ uma matriz. Em processamento de imagens é comum uti-
lizar transformadas bidimensionais. E importante ressaltar
que o termo unidimensional ou bidimensional esta relacio-
nado com a dimensionalidade do elemento de entrada, vetor
ou matriz, no entanto, a transformacao linear é executada de
CN — €V, sendo N o niimero de componentes do vetor
ou da matriz.

As transformadas possuem representacdo vetorial e
com somatorios, como mostrado na tabela 1. X e x contém
a entrada da transformada, Y e y cont€m o seu resultado.
Seus componentes sdo chamados de coeficientes da trans-
formada. X e Y sdo matrizes M x N, x e y s@o vetores
com N componentes. As matrizes A e B s@o os nicleos da
transformacgdo. A é uma matriz N x N e B é representada
por um conjunto composto por UV matrizes M x N.

Unidimensional Bidimensional
yl = Ax’ Y = BX
N-1 M—-1N-1
Yu = § AynTn Yup = § E bu,v;m,nxm,n
n=0 m=0 n=0

Tabela 1: Representagdo vetorial e com somatdrios para
transformadas unidimensionais e bidimensionais.

A secdo 3.1 trata do niicleo da transformada, denomi-
nado a partir de agora de niicleo da transformada. A se-
¢do 3.2 mostra a representacdo dos pixels de uma imagem
como coordenadas de uma base de um espaco vetorial, o
que possibilita a defini¢cdo das transformadas de imagens
como transformagdes de coordenadas. A se¢@o 3.3 mostra
as representagdes das transformadas de imagens.

3.1 Nucleo da Transformada

O niicleo de uma transformada é a matriz S ou S~ da
transformacdo de coordenadas mostrada pelas equagdes 9
e 10. Transformadas sdo transformagdes que alteram as co-
ordenadas de um vetor em relagéo a base By, para co-
ordenadas desse vetor em relag@o a base By, utilizando
a equagdo 8 ou 11. A seguir é mostrado um exemplo de
determinagdo do niicleo da transformada.

Exemplo 3.1 A transformada discreta de Fourier (descrita
na seg¢do 4) é uma transformagdo unitdria de um vetor v,
com N componentes, da base candnica para base By,
que tem sua matriz mostrada a seguir

1 1 1 1
1 w% w% ... w{v_l

1 1 2 N-1

Bo, = 1 Wy w3 e Wy (12)
2 \/N '

: : : kS
1 w11\/—1 W12v—1 o o.)Ni

2minu/N

onde w,, = e

A obtengdo do niicleo da transformada de Fourier é
dada pela utilizacdo da equagdo 9, portanto, o niicleo da
transformada unidimensional de Fourier é

A=B;'I=8B;" (13)

Na secdo 3.2 serd mostrado que os elementos de uma
imagem (os pixels) podem ser considerados como coorde-
nadas de um ponto em relacdo a base candnica, portanto,
ndo ha a necessidade de utilizar diretamente a equagdo 9
para determinacdo do niicleo de uma transformada, o nu-
cleo sempre serd a matriz da base de destino ou sua inversa.

O ntcleo de uma transformada unidimensional € re-
presentado por uma matriz A com ordem N, que con-
tém em suas linhas os vetores a, = [ay, Guy - - Quy_,)-
Essa matriz normalmente é representada graficamente por
N planos cartesianos, cada plano representa um vetor da
base e cada ponto € um componente do u-ésimo vetor. A
figura 1 mostra a representagdo grafica do nicleo da trans-
formada discreta de cosseno (descrita na segdo 5.2), para
N =8.

No caso bidimensional, o niicleo é formado por um
conjunto composto de UV matrizes M x N, onde tais ma-
trizes podem ser representadas por uma imagem em tons de
cinza composta por U x V blocos, sendo que cada bloco
representa uma matriz M x N. A figura 2 mostra o nicleo
daDCTparaN=M=U =V =8.

3.2 Definicao de Imagem

Inicialmente, uma imagem serd considerada um vetor
f com T componentes. Agora sera mostrado que o elemen-
tos do vetor f, os pixels da imagem, podem ser considera-
dos como coordenadas em relagdo & uma base Byr; de um
espago vetorial. A base By} tem sua matriz definida como
mostra a equagdo 14

100 0
010 ...0
B=1|. . . : (14)
000 1
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Figura 1: Representacdo grafica do niicleo da transformada
discreta do cosseno (DCT) para um vetor de entrada com 8
componentes.

A equagdo 15 mostra a combinacio linear do vetor f
com os vetores da base B{T}, resultando no vetor i, que re-
presenta as coordenadas do vetor f em relagdo a base Byry

T-—1
m = anBm,n; m=0,1,...,T-1 (15)

Portanto, uma imagem pode ser considerada um ponto
em um espago vetorial gerado pela base B}, denominada
base candnica. Cada componente do vetor i € uma coorde-
nada desse ponto em relagdo a um eixo da base.

A transformacg@do de coordenadas (unitaria ou ortogo-
nal) faz a mudanca das coordenadas de uma imagem que
estdo em relagdo a base By} para coordenadas dessa ima-
gem em relagdo a uma outra base By(ry, mantendo as in-
formacdes e o nimero de dimensdes.

Desde que as imagens s@o representadas por matrizes,
a transformacdo de um vetor com 7" = M x N componentes
para uma matriz J, M x NN, pode ser feita pela decomposi-
¢do de i em M vetores com N componentes. O resultado é
mostrado na equagdo 16

’I:O il “ e ’I:N_l
IN IN+1 1aN—1
J= . ) . (16)
UM-1)N S(M-1)N+1 UMxN)—1

Figura 2: Representacdo grafica do nucleo da transformada
discreta do cosseno (DCT) para uma matriz de entrada com
ordem 8.

3.3 Representacao das Transformadas

Uma transformacdo de coordenadas para imagens
pode ser escrita na forma mostrada pela equagdo 17, onde
Jm,n € um componente da matriz J, M x N, que contém a
imagem de entrada. @, .;m,n € 0 componente do nicleo da
transformacdo, representado por A, composto por um con-
junto com UV matrizes M x N. o,, é um componente
da matriz O, M x N, que contém a imagem resultante. A
transformada inversa de 17 € mostrada na equagdo 18

M-1N-1

Oy,v = Z Z Ay v;m,n jm,n (17)

m=0 n=0

0=AJ
M—-1N-1
= a,
Jmn uZ%vz(:) w,v;m,n Qu,v (18)
J=A"'0

4 Transformada Discreta de Fourier (DFT)

Em processamento de imagens ou processamento de
sinais, a série discreta de Fourier é chamada de transfor-
mada discreta de Fourier (DFT), o que pode causar alguma
confusdo, pois existe a transformada de Fourier que € dife-
rente da série de Fourier [3], sendo que a segunda € peri6-
dica e a primeira nao.

A DFT € uma transformacdo de coordenadas, que re-
sulta em componentes pertencentes aos nimeros comple-
xos. Cada coeficiente é obtido pela combinacdo linear dos



elementos da entrada com o nicleo da transformada. O re-
sultado da transformada de Fourier representa exatamente
um periodo [3].

Os componentes complexos resultantes da DFT nor-
malmente ndo sdo utilizados na forma z = a + bi. E
comum utilizar a fase, representada pelo argumento de z
(equacdo 19) ou o espectro de Fourier, que € o médulo de
z (equagdo 20). A fase contém as informagdes essenciais
sobre a estrutura da imagem, e o espectro de Fourier mos-
tra o que a estrutura contém, mas sem nenhuma referéncia
espacial [4]

arg z = tan ™ <b> 19)

a

mod z = v/a? + b2 (20)

4.1 Transformada Unidimensional de Fourier

A transformada unidimensional de Fourier e sua in-
versa sdo mostradas pela equagdes 21 e 22, respectiva-
mente, onde x é o vetor de entrada e y € o vetor de saida,

ambos com N componentes, onde v =0,1,..., N — 1
1 N-n
— \/N Z xne*Qﬂ'Z’nu/N (21)
N-1
Ty = Z yueQﬂ'znu/N (22)
u=0

Substituindo u na equagdo 23, obtém-se os vetores da
base para a transformada. Nota-se que o expoente de e € po-
sitivo e a equacao 21 utiliza expoente negativo, isso porque
€ necessdrio utilizar a equagdo 8 para obtencdo da equagdo
de transformacdo de coordenadas da base candnica para a
nova base, denominada base de Fourier

bu:\/—N[l wl o w2 oL wi\l’l] (23)

onde w = ?mnu/N

A matriz da base de Fourier € mostrada na equacgéo 24.
By € realmente uma base, pois o conjunto formado pe-
los vetores by, ba, ..., by_1 € ortogonal, garantido pela

propriedade de ortogonalidade de sendides complexas [3]

1wl WL N_l
N 1
1 |1 wd ws ...
B=—|. . = 24)
vN |: : : :
1 w]l\Fl w]2V71 o w%j

4.2 Transformada Bidimensional de Fourier

A transformada bidimensional de Fourier € uma ex-
pansdo da transformada unidimensional. As equagdes 25

e 26 mostram a transformada de Fourier e sua inversa res-
pectivamente, para uma matriz de entrada X e matriz resul-
tante Y, ambas com ordem N. A matriz Y € denominada
plano de freqiiéncias, pois mapeia as variacdes da matriz de
entrada

—27mi(mu+nv)/N (25)

Tm,n€

HMZ

1 N—
Yuw = N Z
m=0
N—1N-—
Tnm = Z Z 27Ti(mu+nv)/N (26)

4.3 Propriedades da Transformada de Fourier

Nesta secdo sao mostradas algumas propriedades da
transformada de Fourier, sendo estas bastante utilizadas em
processamento digital de imagens [5, 6]. Nesta se¢do é con-
siderada a transformada para uma matriz de entrada X e
matriz de saida Y, ambas com ordem /N e compostas pelos
elementos x,, ,, € Yy v, respectivamente.

Periodicidade A propriedade de periodicidade mostra
que a transformada de Fourier tem periodo NN, isto signi-
fica que Yyu v = Y(utN),(v+n)- Portanto, sdo necessérios
somente N2 coeficientes para determinar a transformada de
Fourier para uma matriz de entrada com ordem N.

Simetria Conjugada A propriedade de simetria conju-
gada mostra que a magnitude da transformada esta centrada
na origem. Considerando o caso unidimensional, para o es-
pectro de Fourier plotado no plano cartesiano, as magnitu-
des sdo refletidas em relagdo ao eixo y.

Se Z,,, 530 componentes reais, entdo a transformada
de Fourier apresenta simetria conjugada, ou seja, Yy, =

Y(—u,—v)-

Translacdo A propriedade da translagdo mostra que, ao
multiplicar uma matriz no dominio espacial por um expo-
nencial, a origem do plano de freqiiéncias € transladada.
O mesmo ocorre com a origem do plano espacial quando
multiplica-se todos os coeficientes de Fourier por um expo-
nencial. Essas propriedades sdo mostradas a seguir, F € a
transformada de Fourier aplicada sobre alguma entrada

f(xmyneiQw(ugm-&-von)/N) = Y(u—wup),(v—20) (27)

J—_-—l (yuyve—iQw(mou-&-nov)/N) = T(im—mo) (n—no) (28)

A equagdo 27, mostra que ao multiplicar a matriz
de entrada pelo exponencial e?27(#om+von)/N =g origem
do plano de freqiiéncias € transladada para a coordenada
(up,vp). A equacdo 28 mostra o mesmo resultado para a
transformada inversa que, ao multiplicar a matriz resultante



pelo exponencial e~ #27(moutn0v)/N 3 origem do plano es-
pacial é transladada para a coordenada (mg, ng).

A propriedade de simetria conjugada mostra que a
transformada de Fourier € simétrica em relacdo a origem,
portanto, a origem do plano de freqiiéncias coincide com a
origem da matriz de saida. Para o plano de freqiiéncias co-
megar no inicio de um periodo, sua origem deve ser trans-
ladada para ug = vg = N/2, para isto, substitui-se N/2 na
equacdo 27, obtendo-se F(x, ,(—1)™").

Portanto, a DFT deve ser aplicada apds a multiplicagao
de cada elemento da matriz X por (—1)"™"", facilitando a
interpretacdo dos resultados. A figura 3 mostra o resultado
da DFT utilizando ou nfo a translag@o da origem.

() (b) (©)

Figura 3: Transformada de Fourier utilizando ou ndo a
translacao da origem do plano de freqiiéncias. (a) Imagem
original; (b) transformada sem utilizar a translacdo da ori-
gem; (c) DFT utilizando a translag¢@o da origem.

Um resultado importante da propriedade de translagdo
€ que o espectro de Fourier € invariante em relag@o a trans-
lagdo, pois 1y, e~ 27 (wmotuno) /N | = Y, -

4.4 Conceito de Freqiiéncia em Imagens

Em sinais, como a corrente elétrica ou ondas sonoras,
o conceito de freqiiéncia estd relacionado com as variacdes
da onda em um determinado intervalo de tempo, quanto
maior for a variacdo do sinal em um intervalo pequeno de
tempo, maior serd sua freqiiéncia.

Em processamento de imagens, o conceito de freqiién-
cia estd relacionado com a variacdo da intensidade da fun-
¢do em relacdo ao espaco. Se a variacdo da intensidade dos
pixels de uma regido for grande, a freqiiéncia da regido serd
alta.

A informagao sobre quais freqiiéncias estdo presentes
em uma imagem sdo uteis, por exemplo, para segmentacio
das bordas de objetos, pois regides de bordas sdo compostas
por variagdes acentuadas na intensidade dos pixels, assim,
a representacdo dessa imagem no dominio de freqiiéncia
apresenta componentes com freqiiéncias altas.

freqiiéncias freqiiéncias
altas freqiiéncias altas

Figura 4: Plano de freqii€ncias para representacdo da trans-
formada de Fourier unidimensional.

4.5 Interpretacao da Transformada de Fourier

A transformada de Fourier mostra uma representago
da funcdo de entrada no dominio de freqiiéncia, ou seja, o
resultado dessa transformada pode ser interpretado como o
mapeamento das freqii€ncias presentes na entrada.

Para fun¢des unidimensionais, as freqiiéncias podem
ser representadas por um plano, como mostrado pela fi-
gura 4. Conforme ocorre o afastamento da origem acontece
o aumento da freqiiéncia.

Para fungdes de entrada bidimensionais, a representa-
¢d0 da transformada de Fourier pode ser feita através de
uma superficie. Quando a func¢do de entrada contém com-
ponentes com alta freqiiéncia, esta superficie apresentara
elementos distantes da origem, caso contrario, a concentra-
¢80 dos elementos serd em dreas proximas a origem.

4.6 Transformada Rapida de Fourier (FFT)

A transformada unidimensional de Fourier que foi
abordada na se¢do 4.1, necessita de O(N) operagdes com
matemdtica complexa para determinacdo de cada coefici-
ente de Fourier, ou seja, para determinar todos os coeficien-
tes, sdo necessarias O(N 2) operagdes, se for implementada
utilizando diretamente a equagdo 21.

Para diminuir o esfor¢o computacional necessario para
o calculo da DFT, utiliza-se um método chamado de trans-
formada rdpida de Fourier (FFT), baseado na decomposi-
¢do do niicleo da transformada em matrizes esparsas. O
lema 4.1 mostra como o nicleo da DFT pode ser decom-
posto, sua prova pode ser encontrada em [7].

Lema 4.1 Seja M um inteiro positivo. Entdo, o niicleo da
transformada de Fourier, denotada matriz ¥, com ordem
2M, pode ser fatorada como mostra a equagdo 29

1

V2

onde p5, ,, « §(2m —n), py, ., « 0(2m + 1 — n), para

F— _E(Na&N)P (29)

mzO,l,...,M—len:0,1,...,2M—1,Pd:ef(go)



com ordem 2M, onde P¢ e P° sdo matrizes M x 2M . N
é o niicleo da DFT para uma transformada com M com-
def (I Q2 I

I Q)
possui ordem M. A matriz 2 possui ordem M, e é definida
pela equagdo 30

ponentes, portanto, possui ordem M. E =

1 0 0 0
0 e ™M 0 . 0
e —2mi/M
S S SR

O lema 4.1 mostra que o niicleo da DFT pode ser de-
composto em matrizes esparsas, pois a matriz E possui so-
mente dois elementos diferentes de zero em cada linha ou
coluna, e P é uma matriz de permutagio [7]. Para obten-
c¢do da transformada rdpida de Fourier, as somas diretas sdo
fatoradas recursivamente, como mostra o teorema 4.1.

Teorema 4.1 Se N = 29, ¢ € N, o niicleo da DFT, F, com
ordem N, pode ser decomposto, como mostra a equagdo 31

1
F: ﬁLOLl ...Lq_1P (31)
onde P é a matriz definida pelo lema 4.1, com ordem N, e
2F yezes
—
L,=E®...®E (32)

cada matriz E possui ordem N /2.

Portanto, a FFT é obtida decompondo o niicleo em vé-
rias matrizes esparsas, e os coeficientes de Fourier sio cal-
culados incrementalmente. Inicialmente, calcula-se a trans-
formada para poucos pontos, e seus resultados sdo utiliza-
dos para a obtencdo da transformada para pontos restantes,
o cdlculo da FFT necessita de O (N log, N) operagdes [8].

5 Transformadas Derivadas da DFT

Nesta se¢@o sdo mostradas transformadas que derivam
da transformada discreta de Fourier que sdo utilizadas em
processamento de imagens [9, 10, 11].

5.1 Transformada Discreta de Hartley (DHT)

Para o célculo da DFT, € necessdria a criagdo de estru-
turas de dados para armazenamento da parte real e imagi-
ndria de um nimero, e a utilizacdo de ferramentas que per-
mitam cédlculos com nimeros complexos. A satisfagdo des-
sas condigdes gera a necessidade de maior espago para ar-
mazenamento e aumento na capacidade de processamento.
Como uma alternativa, utiliza-se a transformada de Hartley.

A transformada Hartley (DHT) € definida para o con-
junto dos nimeros reais. As equacdes 34 e 35 mostram a

transformada Hartley e sua inversa, para o caso bidimensio-
nal, com a matriz de entrada X e matriz resultante Y, ambas
com ordem N.

cas(f) = cos(f) + sen(0) (33)

1 P 2mmu + 2Tnv
Yupw = N2 Z Z Tn,n CaS <N> (34)

m=0 n=0

—1N-1
2 2
XS (M)

u=0 v=0

O nucleo da DHT € formado pela parte real e imagina-
ria do nidcleo da DFT, e a maioria das propriedades resul-
tantes da transformada de Fourier também € obtida a partir
desta transformada. A DHT apresenta ainda duas vantagens
em relacdo a DFT: (i) o nicleo da transformada € igual ao
de sua inversa, e (ii) utiliza somente computacdo real [12].

5.2 Transformada Discreta do Cosseno (DCT)

A nucleo da DCT € obtida a partir da parte real da base
da transformada de Fourier, mas para continuar sendo uma
base sofre algumas alteracdes [4]. A definicao dos vetores
componentes do nicleo da transformada unidimensional do
cosseno, para um vetor de entrada com N componentes, é
mostrada pela equacdo 36

— seu=20

VN (36)

" 2 m(2n + Du caso contrario
1/ == €OS ——(———
N 2N ’

As transformadas unidimensional do cosseno e sua in-
versa sdo mostradas pelas equacdes 38 e 39, respectiva-
mente, para um vetor de entrada x, composto por N ele-
mentos

—, sea=0
ko) = { VA (37)

caso contrario

N7
N-1
m(2n + 1)u
w =k _— 38
Y nzo cos( oN ) (38)

N-1
Ty = Z k(u)y, cos <W> (39)

u=0

No caso bidimensional, as transformadas do cosseno e
sua inversa sdo definidas pelas equagdes 42 e 43, respecti-



vamente, para uma matriz de entrada com ordem NV

sea=0

ko) = { VA (40)
“N’ caso contrario
m(2m + 1)u
= B S 41
~v(m,u) = cos ( SN ) 41)
—1N-1
Yuw = Z D Tmay(myu)y(n,v)  (42)
m=0 n=0
—1N-1
Tm,n = Z Z k yu v'Y(m u)'}/(nvv) 43)
u=0 v=0

A transformada discreta do cosseno € real e ortogo-
nal. A sua principal propriedade é a de compactar a energia
em regides préximas da origem para dados de entrada que
apresentam alta correlacdo [4].

5.3 Transformada Discreta do Seno (DST)

A transformada do seno também € derivada da trans-
formada de Fourier, mas seu nucleo nao € diretamente a
parte imagindria da DFT, ele € alterado para que continue
sendo uma base. O nicleo da DST unidimensional, para
um vetor de entrada com N componentes, pode ser obtido
pela expansdo da equagdo 44

b = 2 sen (w(u +1)(n+ 1)) (ad)

N+1 N +1

As transformadas unidimensional do seno e sua in-
versa sdo mostradas nas equagdes 45 e 46, respectivamente,
para o vetor de entrada x, composto por /N elementos

n= s e (™
o5y Ry (™

No caso bidimensional, as transformadas do seno e sua
inversa sdo definidas pelas equacdes 48 e 49, respectiva-
mente, para uma matriz de entrada com ordem N

n+1)(u+1)
NH) @

mn+1)(u+1)
) e

am+1)(u+1
¢(m,u) = sen <(N—|)—(1)> (47)
g NoIN-1
Yoo = N7 2_:0 2_% T n@(m, u)p(n,v)  (48)
o
Tmn = m yu,1J¢(ma u)d)(n, U) (49)

6 Conclusoes

Neste trabalho foram abordados conceitos da dlgebra
linear utilizados para a definicio das transformadas de ima-
gens. Desde que a teoria dessas transformadas € pouco
abordada em referéncias de processamento de imagens,
procurou-se apresentar seus principais aspectos.
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